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MANUSCRIT RECU LE 31 JANVIER 1958 


Premiére Section 


SCIENCES MATHEMATIQUES 


Un type @homomorphismes d’espaces 
localement convexes séparés 


PAR 


ANDRE DEPRIT 


SOMMAIRE 


Quelques propriétés des homomorphismes d’espaces localement convexes 
séparés, dont le noyau et l’image admettent un supplémentaire topologique : 
stabilité à l’égard de l’addition d’une application linéaire compacte et à l’égard 
de la multiplication à gauche ou à droite par des homomorphismes d’un 
genre particulier; caractères de la transposée topologique. 


DEFINITION — Soit E et F deux espaces localement convexes 
séparés sur le corps K des nombres réels ou complexes, u une appli- 
cation linéaire continue de E dans F. On dit que u est un +-homo- 
morphisme de E dans F, si elle jouit des propriétés suivantes : 

a) le noyau de u admet un supplémentaire topologique dans E; 

b) l’image de u admet un supplémentaire topologique dans F; 

c) u est un homomorphisme de E dans F. 

r(E;F) représente l’ensemble des +-homomorphismes de 
E dans F. 

On rappelle qu’un +-homomorphisme dont le noyau est de 
dimension finie a été appelé un «-homomorphisme; qu’un 
r-homomorphisme dont l’image est de codimension finie a été 
appelé un B-homomorphisme; enfin H. Schaefer appelle o-homo- 
morphisme une application linéaire continue qui est à la fois un 
«- et un 6-homomorphisme. 


Pour établir la stabilité des +-homomorphismes à l'égard 
de l'addition d’applications linéaires compactes, on commence 
par généraliser deux propositions obtenues par G. Kôthe [°]; 
la méthode de démonstration lui est d’ailleurs empruntée. 


PROPOSITION | — Soit K un corps valué complet et non discret, 
E et F deux espaces vectoriels topologiques séparés sur K, u une 
application linéaire continue de E dans F. 

Considérons les propriétés suivantes : 

a) le noyau de u admet un supplémentaire topologique dans E; 

b) l’image de u est un sous-espace vectoriel fermé de E; 

c) u est un homomorphisme de E sur u (E). 

Soit y un homomorphisme de rang fini de E dans F. Posons 
w—u + v. On a alors les deux propositions suivantes : 

(i) si u a la propriété a), w a la propriété a); 

(ii) si u a les propriétés a), b) et c), w a les propriétés a), b) et c). 

En effet (i) Ker(v) étant un sous-espace vectoriel fermé de 
codimension finie dans E, et Ker(w) admettant un supplémentaire 
topologique dans E, il existe d’après [2; prop. 3] un sous-espace 
vectoriel G et deux sous-espaces vectoriels H et J de dimension 
finie, tels que 

Ker(u) = (Ker(u)n Ker(v)) OH, 

Ker(v) = (Ker(w)n Ker(v)) 0 G, 

E = Ker(“)OGO]J. 

Puisque la restriction de w à G est identique à la restriction 
de u à G, laquelle est une injection de G dans F, Ker(w) est 
contenu dans (Ker(u) n Ker(v))OH@J. Or Ker(u) n Ker(v) = 
= Ker(w)n Ker(r) € Ker(w). Donc il existe deux sous-espaces 
vectoriels L et M de dimension finie dans E, tels que 

Ker(w) = (Ker(u)n Ker(r))O L, 

(Ker(u)n Ker(v)) OHOJ = Ker(w) OM. 

Ainsi E = Ker(w)QOMQ@G, ce qui prouve que Ker(w) 
admet un supplémentaire topologique dans E. 

(ii) Im(w) = w(M) @ w(G). Or w(M) est de dimension finie 
dans F. De plus, la restriction de w à G est identique à la restriction 
de u à G; donc w(G) = u(G). Comme la restriction deu à GOJ 
est un isomorphisme de G@J sur Im(u), Im(u) = u(G)O u(J), 
ce qui prouve que u(G) est fermé dans F en méme temps que Im(w). 
Ainsi Im(w) est fermé dans F. 


| 
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Puisque M est de dimension finie, la restriction de w à M 
est un isomorphisme de M sur w(M). Comme la restriction de 
w à G est identique à la restriction de u à G, c’est un isomorphisme 
de G sur w(G). Enfin, parce que w(G) est de codimension finie et 
fermé dans Im(w), Im(w) = w(M) ©w(G). Il en résulte que w 
est un isomorphisme de M OG sur Im(w), et par conséquent un 
homomorphisme de E sur Im(w). 


PROPOSITION 2 — Soit K le corps des nombres réels ou 
complexes, E et F deux espaces localement convexes séparés sur K, 
u une application linéaire continue de E dans F, v un homomorphisme 
de rang fini de E dans F. Si u€ +(E;-F), w=ut+ver (BR) 

Dans les notations de la preuve précédente, il reste à prouver 
que w(M) Ou(G) admet un supplémentaire topologique dans F. 
Or, si Im(u) = u(G) Ou(J) admet un supplémentaire topologique 
dans F, #(G) admet, lui aussi, un supplémentaire topologique. 
D'après [2; prop. 1], c’est une condition suffisante pour que 
w(M) Ou(G) ait aussi cette propriété, puisque w(M) est de 
dimension finie. 


PROPOSITION 3 — Soit K le corps des nombres réels ou 
complexes, E et F deux espaces localement convexes séparés sur K, 
u une application linéaire continue de E dans F, v une application 
linéaire compacte de E dans F. Siu€ t(E; F),w=u +vet(E;F). 

En effet, soit G un supplémentaire topologique de Ker(u) 
dans E; p représente la projection de E sur G le long de Ker(u). 
Comme la restriction de u à G est un monomorphisme de E dans F, 
dont l’image u(G) = u(E) admet un supplémentaire topologique 
dans F, la restriction à H de wu + vo p est un homomorphisme de 
G dans F, dont le noyau est de dimension finie et dont l’image 
admet un supplémentaire topologique dans F (cfr. [3; prop. 5]). 
Comme le noyau de u + vo p est la somme de Ker(u) et du noyau 
de la restriction à G de u +vop, Ker(u +vop) admet un 
supplémentaire topologique dans E (cfr. [2; prop. I]). Comme 
Ww = (u +vop) +vo(e—p), on peut appliquer la proposition 2, 
ce qui achève la démonstration. 


PROPOSITION 4 — Soit K le corps des nombres réels ou 
complexes, E et F deux espaces localement convexes séparés sur K, 
u une application linéaire continue de E dans F. Si u est un t-homo- 
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morphisme de E dans F pour les topologies initiales sur E et F, 
c’est un t-homomorphisme de E dans F pour les topologies affaiblies 
o (E, E’) et o(F,F’); sa transposée topologique ‘u est un +-homo- 
morphisme de F’ dans E’, qu'on munisse F’ et E” soit des topologies 
faibles o(F’,F) et o(E’,E), soit des topologies fortes 8 (F’, F) 
et 6 (E’, E). 

En effet, soit Ex, un supplémentaire topologique de Ker(u) 
dans E; k représente la projection de E sur Ex le long de Ker(u). 
Soit F, un supplémentaire topologique de Im(w) dans F; i représente 
la projection de F sur Im(u) le long de F,. Par +, on représente 
la restriction de u à Ey : c’est un isomorphisme de EX sur Im(u); 
d représente l’isomorphisme réciproque de +. On pose r= Yoi. 
Il est clair que r est une application linéaire continue de F dans E, 
telle que Ker(r) = F,, Im(r) = Ex, rou = k et uor =i; de ces 
deux dernières relations, il suit que r est un homomorphisme de F 
sur Im(r). 

Puisque k (resp. 7) est aussi une application continue de E 
dans E (resp. de F dans F) pour la topologie affaiblie o (E, E’) 
(resp. o (F, F’)), Ker(u) et Ex (resp. F, et Im(u)) sont supplémen- 
taires topologiques pour la topologie affaiblie. Comme on sait 
par ailleurs [1; ch. IV, § 4, prop. 9] que uw est un homomorphisme 
de E sur u(E) pour les topologies o (E, E’) et « (F, F’), on a prouvé 
que ré Tien) 

tu est une application linéaire de F’ dans E’, faiblement et 
fortement continue, telle que Ker(‘w) = (Im(w))® et Im(tu) = 
= (Ker(u))°; tr est une application linéaire de E’ dans FP’, faiblement 
et fortement continue, telle que Ker(tu) = ER et Im(‘w) = FP. 

Or la transposée tk de k est la projection, faiblement et 
fortement continue de E’ sur (Ker(w))° le long de E&; la transposée 
ti de i est la projection, faiblement et fortement continue de F’ 
sur F? le long de (Im(u))°. C’est pourquoi Im(tu) et E& sont 
supplémentaires topologiques dans E’, à la fois pour la topologie 
faible et la topologie forte; Ker(tu) et (F,)° sont supplémentaires 
topologiques dans F’, à la fois pour la topologie faible et la 
topologie forte. 

Comme ‘wo tr — tk et tro tu = ti, la restriction de tr à Im(tu) 
est application réciproque de la restriction de tu à FP; ceci entraîne 
que fu est un homomorphisme fort et faible de F’ sur Im(‘u). 
Ainsi ‘u€ <(F,,E;) et € x (Fy, E,). 


As Ce 
là | 


Cette proposition permet de compléter sur un point de détail 
des résultats antérieurs. 


COROLLAIRE | — Si u est un «-homomorphisme (resp. un 
B-homomorphisme, un o-homomorphisme) de E dans F pour les 
topologies initiales de E et F, u est un «-homomorphisme (resp. un 
B-homomorphisme, un o-homomorphisme) de E dans F pour les 
topologies affaiblies 5 (E, E’) et o (F, F’); tu est un B-homomorphisme 
(resp. un a-homomorphisme, un c-homomorphisme) de F’ dans E’, 
soit pour les topologies faibles o(F’, F) et o(E’, E), soit pour les 
topologies fortes B(F”’,F) et 8(E’, E). 


COROLLAIRE 2 — Si u est un -endomorphisme (resp. un 
v-endomorphisme, un endomorphisme de Riesz) d’un espace locale- 
ment convexe séparé E pour la topologie initiale de E, u est un 
à-endomorphisme (resp. un v-endomorphisme, un endomorphisme 
de Riesz) pour la topologie affaiblie o (E, E’); tu est un v-endomor- 
phisme (resp. un -endomorphisme, un endomorphisme de Riesz) 
soit pour la topologie faible 5 (E’,E), soit pour la topologie forte 
B (B’, E). 


PROPOSITION 5 — Soit E (resp. F) un espace localement 
convexe séparé dont la topologie initiale est + (E, E’) (resp. + (F, F’)), 
u une application linéaire continue de E dans F. Si tu est un t-homo- 
morphisme de F’ dans E’ pour les topologies faibles o(F’, F) et 
o (E’, E), u est un +-homomorphisme de E dans F pour les topologies 
initiales de E et F. 

En effet, soit Fy, un supplémentaire topologique de Ker(tu) 
F/, Ej un supplémentaire topologique de Im(‘u) dans Ej; soit k’ 
la projection faiblement continue de F’ sur Fx le long de Ker(‘u), 
i’ la projection faiblement continue de E’ sur Im(‘u) le long de 
E/; par 9’, on représente la restriction de ‘u à Fy : c’est un isomor- 
phisme faible de Fy sur Im(‘u); 4” représente l’isomorphisme 
réciproque de 9’. On pose r’= ’oi’ : c’est une application 
linéaire faiblement continue de F’ dans E’, telle que Ker(r’) = Ej, 
imag Ben foe ET Ch eh ET 

Or on peut écrire r’ = tr, i’ = ti, k’ ='k, où i,k sont des 
applications continues de E dans F pour o(E,E’) et o(F, FY); 
donc pour + (E, E’) et + (F, F’) et où rest une application continue 


de F dans E pour o(F, F’) et o(E, E’), donc pour +(F, FE’) et 
x (E, E’). 

Puisque ‘(w) est un homomorphisme de F’ dans E’ pour les 
topologies faibles, Im(w) est fermé dans F; alors k est la projection 
de F sur Im(u) — Ker(tu))° le long du polaire de Fy dans F; / est 
la projection de E sur le polaire de E/ dans E le long de 
(Im(tu))° = Ker(u). C'est pourquoi Ker(w) (resp. Im(u)) admet un 
supplémentaire topologique dans E (resp. F). 

r est une application continue de F dans E, telle que son 
noyau est le polaire dans F de Fx, et son image, le polaire dans E 
de E/; de plus row = k et wor = i. C’est pourquoi, la restriction 
de u à (E/)° est un isomorphisme de (Ey’)° sur Im(w), ce qui achève 
de prouver que u € 7(E, F). 


Les corollaires suivants généralisent des propositions qui ont 
été établies dans le cas plus restreint où E et F sont des espaces de 
Fréchet. [3; cor. 2 de la prop. 9, cor. 1 de la prop. 13] [4; cor. 2 
de la prop. 11]. 


COROLLAIRE | — Soit E (resp. F) un espace localement 

convexe séparé dont la topologie est +(E,E’) (resp. +(F, F’)). 
a) Les trois propositions suivantes sont équivalentes : 

(i) w€a«(E, F) pour les topologies initiales de E et F; 

(ii) uw€a«(E, F) pour les topologies affaiblies c (E, E’) et o (F, F’): 

(iii) 'w€ 8 (F’, E’) pour les topologies faibles 6 (F, F’) et o(E’, E). 
b) Les trois propositions suivantes sont équivalentes : 

(i) uEB(E,F) pour les topologies initiales de E et F; 

(ii) uEB(E,F) pour les topologies affaiblies 6 (E, E’) et o(F, F’); 

(iii) 'u€ «(F’, E’) pour les topologies faibles 5 (F’,F) et o(E’, E). 
c) Les trois propositions suivantes sont équivalentes : 

(i) u€o(E,F) pour les topologies initiales de E et F: 

(ii) u€o(E, F) pour les topologies affaiblies 5 (E, E’) et « (F, F’); 

(iii) tu Eo(F”, E’) pour les topologies faibles o(F’, F) et 6 EE. 


COROLLAIRE 2 — Soit E un espace localement convexe séparé 
dont la topologie est +(E, E’). 
a) Les trois propositions suivantes sont équivalentes : 
(i) u€-(E) pour la topologie initiale de EB; 
(ii) u€—(E) pour la topologie affaiblie © (E, E’); 
(iii) ‘w€ X(E") pour la topologie faible o(E’, E). 
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b) Les trois propositions suivantes sont équivalentes : 
() uEX(E) pour la topologie initiale de E: 
(ii) uEA(E) pour la topologie affaiblie o (E, E’); 
(iii) tu € v(E) pour la topologie faible 5 (E”, E). 
c) Les trois propositions suivantes sont équivalentes : 
G) u est un endomorphisme de Riesz pour la topologie initiale de E: 
(1) u est un endomorphisme de Riesz pour la topologie affaiblie 
a (BH, EB’); 
(ui) lu est un endomorphisme de Riesz pour la topologie faiblec(E’,E). 


PROPOSITION 7 — Soit K le corps des nombres réels ou com- 
plexes, E, F et G trois espaces localement convexes séparés sur K, 
u une application linéaire continue de E dans F, v une application 
linéaire continue de F dans G. On suppose que v€«(F;G). En 
ce cas, pour que w=vouEx(E,G), il faut et il suffit que 
Sad (mee ab 

La condition est suffisante. 

En effet, d’après [2; prop. 1], Im(w) + Ker(v) admet un 
supplémentaire topologique F, dans F. 

Soit E, un supplémentaire topologique de Ker(w) dans E; 
la restriction © de w a E, est un isomorphisme de E, sur Im(u). 
On pose F, = Ker(v) m Im(u); c’est un sous-espace vectoriel de 
dimension finie de Im(w), qui admet donc un supplémentaire 
topologique F; dans Im(u). Si représente l’isomorphisme réci- 
Dicque de, ‘on pose: E, = 0(F,) ct: E,=— VF); om a donc 
Pov, OE; D'où il résulte que E —.Ker(u) © E,@-Ej. Puisque 
Ker(w) = Ker(w) O Eg, il suit que Ker(w) admet un supplémentaire 
topologique dans E. 

F, OF, est un sous-espace vectoriel formé de codimension 
finie; c’est donc un supplémentaire topologique de Ker(v) et la 
restriction de y a F, ©F, est un isomorphisme de F,@F; sur 
Im(v). Puisque Im(w) = v(u(E3)) = v(F3), Im(w) admet un sup- 
plémentaire topologique dans Im(v), donc dans G. 

Enfin, soit © une partie ouverte de E : elle est homéomorphe 
au produit de Oz, partie ouverte de Ker(u), de ©,, partie ouverte 
de E,, de (3, partie ouverte de E;. Alors u(@) est homéomorphe 
au produit de #(@,), partie ouverte de Fy, et de u(@3) partie ouverte 
de F;. Ainsi w(0) = v(u(@,)) est une partie ouverte de Im(w), 
ce qui achève de prouver que w € 7 (E, G). 

La condition est nécessaire. 
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En effet, soit E, un supplémentaire topologique de Ker(w) 
dans E; w(E;) € Im(y) et il y admet un supplémentaire topologique 
G,. Si F, représente un supplémentaire topologique dans F de 
Ker » et si Z représente l’isomorphisme de Im(v) sur F,, réciproque 
de l’isomorphisme de F, sur Im(r) induit par la restriction de 
y à F,, £(w(E;3)) = F3 et 2(G4) = F, sont supplémentaires topo- 
logiques dans F,. Or Im(w) est la somme directe algébrique de Fs 
et de F, = Ker(v)n Im(w). Comme F, est de dimension finie, 
il suit d’abord que Im(u) = F,@ F,, ensuite que Im(u) admet un 
supplémentaire topologique dans F. 

Soit E, un supplémentaire algébrique de Ker(u) dans E, ¢ la 
restriction de uw à E, : c’est une application linéaire continue 
biunivoque de E, sur Im(w). 

Si représente l’isomorphisme réciproque de +, on a que 
U(F;) = E, et on pose L(F,) = E,. Puisque Ker(w) est la somme 
directe algébrique de Ker(u) et de E,, il suit que Ker(w) = 
= Ker(u) OF, puisque E, est de dimension finie et que Ker(u) 
est fermé. Alors E = Ker(“) OE:OE3, ce qui prouve que 
Ker(u) admet un supplémentaire topologique. 

Enfin, la restriction de uw à E, est un isomorphisme de E, 
sur F,, car E, et F, sont tous deux de dimension finie; la restriction 
de u à E, est encore un isomorphisme de Es sur F3, car c’est le 
composé de la restriction de w a FE, et de la restriction de 4 a 
Im(w). C’est pourquoi, la restriction de uv à E,@ E, est un isomor- 
phisme de E,@E, à Im(w), ce qui achève de prouver que 
uEv(E, FP). 


PROPOSITION 8 — Soit K le corps des nombres réels ou 
complexes, E, F et G trois espaces localement convexes séparés 
sur K, u une application linéaire continue de E dans F, v une 
application linéaire continue de F dans G. On suppose que 
uEB(E;F). En ce cas, pour que w= vou€ +(E; G), il faut et 
il suffit que vE + (F; G). 

Moyennant des modifications obvies, elle se démontre comme 
la proposition 7. 


COROLLAIRE | — Si uEr(E,F) et vEo(F, G) ou si 
u €a (E, F) et v€ +(F, G), dans les deux cas on a que vou € + (E, G). 
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COROLLAIRE 2 — Si uEB(E,F) et v€a(F,G), alors 
you€ 7(E, G). 


UNIVERSITÉ LOVANIUM 
Faculté des Sciences 
Léopoldville 
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SESSION DU 24 AVRIL 1958 
a Bruxelles 


Premiére Section 
SCIENCES MATHEMATIQUES ET ASTRONOMIQUES 


Détermination approchée de la courbe de phase 
en fonction de celle du gain pour un systeme a 
déphasage minimum 


PAR 


F. BUCKENS 
Professeur à l’Université de Louvain 


RÉSUMÉ 


La relation qui existe entre l’angle de phase § et le gain x, dans un 
système à déphasage minimum, est couramment approximée par la formule 
B — rx’/2, obtenue en rendant, à la fréquence considérée, la dérivéex’ = dx/du 
constante dans l’expression intégrale de Bode-Bayard, (4 est le log. de la 
fréquence). Cette approximation est souvent trompeuse; en fait il s’agit du 
premier terme d’un développement asymptotique, qui réellement n'est 
utilisable que pour de grandes valeurs de uw. Ceci se montre sans peine sur la 
transformée de Fourier de l'intégrale, cette dernière se présentant sous la 
forme d’une convolution, de sorte que, symboliquement : 8 = tgx/2 (d/du) . a. 

Si l’application directe de l’intégrale de Bode, sur une courbe donnée 
du gain, n’est pas pratique, on pourra généralement se contenter d’une formule 
simple du type : 

TC 7 (u + + a’ (u — 
B (u) = 4 [o’ (uw) + see : 3 fe x), 
dont l’approximation est meilleure pour les formes les plus usuelles de la 
courbe de x, en particulier au voisinage de la fréquence de coupure. 
Le développement de la théorie, tendant à minimer l’erreur quadratique 


intégrale pour une courbe « moyenne » typique attribuée à «, donne la valeur 
1,18 au paramètre w, 


SUMMARY 


The relation which holds between the phase angle B and the gain « in 
a minimum phase system is often approximated by the formula B = 7r«x//2, 
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obtained by putting the derivative «’ = dx/du constant at the considered 
frequency in Bode-Bayard’s integral, (w is the log. of the frequency). This 
approximation may sometimes be misleading, in fact this term is the first 
of an asymptotic expansion, which can only be used for large values of uw. 
This is easily shown on the Fourier transform of the integral, which turns 
Out to be a convolution. The symbolic result is then: B = tg (x/2 d/du) . a. 

When the direct use of Bode’s integral on a given curve of x is not too 
practical, it is suggested that a simple formula, of the form: 


T a’ (u + u,) +a’ (u u,) 


BG = 4 [x” (u) —— = 


2 


can give adequate approximations of $ for the usual shapes of the gain curve 
a#(u), particularly in the vicinity of the cut-off frequency. 

The theory, evolved in order to minimize the integral quadratic error 
assuming a typical «mean» shape for «(w), gives the value 1.18 for w, in this 
formula. 


Nous considérons un système physique donné comme un 
opérateur linéaire, si son rôle consiste à fournir une fonction de 
sortie y,({) à partie d’une fonction d’entrée y,(t), suivant une 
relation exprimable par une équation différentielle linéaire. On 
appelle alors fonction de transfert le rapport G(s) entre les 


transformées de Laplace de y, et y,, (yis) = est y,(t) dt): 
0 
G(s) = y2(s)/yi(s) 

Envisageons un système à minimum de phase, c’est-à-dire 
exempt de pôles et de zéros de la fonction de transfert G(s), à 
droite de l’axe imaginaire dans le plan complexe s. On sait que 
la relation qui existe entre le « gain» « = In|G(s)| et « l'angle 
de phase » @ = arg G(s) dans le domaine d’analyticité de la fonction 
qui les définit : 


In G(s) = « +jp, G= v—1), (1) 


s’exprime le long de l’axe imaginaire, ou des fréquences, s = ja, 
par la formule de Bode-Bayard, [°] : 


+ co 


ye ee ie (2) 


D — Wo 


- 00 


Cette expression est en somme la forme intégrale des relations 
de Cauchy-Riemann qui existent entre les parties réelle et imaginaire 
d’une fonction analytique. 


5 


Lorsque G(s) est une fonction rationnelle : 


(ll (s — 5,)77 


GG) = - Ar 5) (nD Sm 


= —Mp 
| | (s S,) 
k 


ln G(s) > my In (s — 5x) (4) 


on obtient les courbes de «(w) et 8(@) par une simple superposition 
de la forme 


k k 


ol) = > mx In |s — Sx Bis) = = mx arg (s — Sx) (5) 


en posant s=jw et en combinant éventuellement les termes 
conjugués, lorsque sx est complexe. On donne la même importance 
aux fréquences situées de part et d’autre d’une fréquence de 
référence , en représentant les courbes de «(w) et £(u) dans un 
diagramme logarithmique, en fonction de u = In(@/w,) et dans 
ce cas la formule de Bode-Bayard prend la forme : 


; ] Î ee h u d * 
co ce n (cot 5 D) u (6) 


— 00 


Si les zéros sz et pôles spy de G(s) sont connus, le plus simple 
est de déterminer « et 8 à partir de (5), en posant s = jo = jose“. 
Mais si la courbe de «(u) est donnée sans plus, celle de @(u) est 
définie par (6) pour toute fréquence w, puisque le choix de w, 
pour fréquence de référence a été arbitraire. En fait on a 


l ° a(v) 
B(u) — se if tee mm? -if§ In (coth |" “ar (7) 


— "© 


» représentant uv = In (w/«,) sous forme de variable d'intégration. 
Dans la dernière expression, obtenue par intégration partielle, 
apparaît à l’intégrand un noyau symétrique en y et u, comportant 
une singularité pour u — y; la fig. 1 reprend la courbe de 


In (coth aa ) 
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Si da/du était constant, (et dans ce cas on a G(s) = C.s™, 
de sorte que «(o)=In|C| +minw =In|Cao| +mu, et 
da/du =m), on aurait : 


T 


m ——. 
Bu) =” i Re —)h= (8) 


ainsi qu’on le vérifie aisément, (v. (12) et (1.c), annexe 1). 


Fig. 1 


En fait en écrivant : 


Tax l dz. dz. i == y 
B(u) = Da, +— if x )e oi“) dr (9) 
on met en évidence le terme généralement le plus important, pour 
des variations assez lentes de dz/dv = «’. La courbe de la fig. 1 
étant symétrique autour de v — 4, seules les composantes paires 
en (v—u) de (dx/du — dz/dv) peuvent donner une contribution 
à (G), de sorte que si l’on pouvait utiliser le développement de 


Taylor : 
(10) 


eee ap >! TE ON 


seules les dérivées impaires de « apparaîtraient dans l'expression 
développée de (9). 
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Toutefois le domaine de validité de (10) est nécessairement 
limité : le rayon de convergence r est donné par la distance du 
point u envisagé au point singulier de x le plus proche dans le plan 
In (s/j). Ces singularités sont les zéros et pôles de G(s), et soit donc 
s, le plus proche. 


Ona:r=|u,—u| = ‘In (s,/j@ 9) — In (w/w )| = {In (s,/jo)| 
et si l’on pose s; = Ce”.jo 
r= [In C +/y| = (in?C + 2)? (11) 


La fig. 2 donne les courbes de même rayon r, fixant l'impor- 
tance des singularités dans leurs positions respectives vis-à-vis 
d’une fréquence a donnée. Pour toute fréquence « ce diagramme 
reste semblable à lui-même. 


Si le rayon de convergence est suffisamment grand, la décrois- 
sance assez rapide de la courbe de la fig. 1 de part et d’autre de u 
suggère d’essayer la substitution de (10) comme telle dans (9). 
On aurait donc, en admettant que l’ordre des sommes et intégrales 
puisse être interverti : 


: om du I 1] dntly y—u| 
BG) = EEE ae _ Lint age fo — u)* In (coth | "ra |) dy 
ou encore, après intégration par parties et translation de variables : 
x du Lo diy l / ya+1 
Gun) = — —— Ge a or — 
A) ra du®+1 (n +1)! Î sh (v) oe het 


Le type d’intégrale (12) pourrait se calculer dans le plan 
complexe U = vy + jw en refermant le trajet sur l’axe réel v par 
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un demi-cercle infini (fig. 3); on vérifie que 


‘ | Unt | 
lim U =) = 0 pour l'intervalle 0 < arg (U) < =, saut 


IUI => co | 


pour arg (U) = x/2. 


Fig 


Faisons momentanément abstraction de cette difficulté 
(v. annexe 1), et écrivons : 


ynrrl 
ea le De ORE (13) 


—x 


Les résidus Rx, au dessus de l’axe réel (v), proviennent de 
pôles simples pour lesquels sh Ux = 0, d’où 


DER Tr VAE y Pare ) (14) 
(Puisque n est entier non négatif, l’origine (k = 0) est un point 
régulier). Les résidus correspondants sont : 
CUS ae n+1 
ch (j k x) a et 2 


(—1)* (Anjo 
de sorte que : 


Lu = 27 (—1)"? mt 5 (DE kot (15) 
k=1 
La série divergente (15) est sommable C et A (v. [2] p. 508), 
et nous avons : 


jae) EN | 


2 
> CDR CEE FEAT Bn +2 (16) 


expression dans laquelle Bn+, est le nombre de Bernoulli d’indice 
n +2. A partir de B;, ces nombres à indices impairs sont nuls 
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et nous pouvons remplacer n + 2 par 2m dans (16). En substituant 
(16) dans (15) et (15) dans (12), nous obtenons : 


T0 2 dm 22m __ | 


GB = = es; ])m—1 _p2m-1 |§ ——_—_—. 
P(u) Dh La dem (=) (2m) ! 
m - 


Ban (47) 
Nous pouvons faire ici trois remarques. Tout d’abord, le 
premier terme au second membre de (17) aurait pu étre calculé 


en méme temps que les suivants, en prenant m = | dans la somme; 
en effet r/2 — 3xB,. Ensuite, en rappelant que, [2, p. 237] : 


(2x)? Bom 


Lee = > pie —1 = 
Iss pt ae 2 et (—l)"-1 Bom > 0 (18) 
on voit que les coefficients des dérivées dans (17) sont tous compris 
entre environ 4/x = 1,2732 et 8/x. On a : 
B, = 1/6, B, = —1/30, B, = 1/42, Bg = —1/30 etc., 
et By, = BEB, = EB, = smile — 1) 


Enfin on remarque que la forme du développement (17) 
rappelle celle de la tangente trigonométrique (v. [2] p. 204), de 
sorte que nous pouvons, à la manière de Heaviside, transcrire (17) 
sous la forme symbolique ramassée : 


x d 
G(u) = is ( > =a) ‘ (19) 
à condition d’utiliser le développement en série potentielle de 
tg(xx/2), dont le rayon de convergence est |x| — 1. Ceci 


suggérerait de prendre directement la transformée de Fourier 
de £(u), dont l’expression (7) apparaît comme une convolution 
(Faltungsprodukt), (v. Annexe 2). Nous avons donc obtenu : 


Tr da Tr da x dba l7x° d'« 


fie) ee ee SO NL cs #7 
D du 724 dé +240 dé + 40320 dut + *** (0) 
c'est-à-dire : 
dx By, do d'a 
0 (u) = ae ee L Ta 
ee du" 12919 3 +1,2751 ae 1,2734 7 SAN 


Une conséquence des inégalités (18), qui d’ailleurs se traduisent 
dans l’allure des coefficients de (21), est de faire dépendre la 


convergence de la série (20) ou (21) de celle de la séquence 
des dérivées d+! 4/dun+1, 
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D'autre part il est facile de montrer que (20) constitue en fait 
un développement asymptotique (v. annexe 3). L'exemple suivant 
illustre ce fait très simplement. 

Nous avons vu que si G(s) est une fonction rationnelle, donc 
de la forme (3), le principe de superposition (4) suggère de considérer 
le terme type de la forme 


© yo In (Joli) (22) 


Nous supposons ici T réel; dans ce cas, suivant (11), le rayon 
de convergence de (10) est au moins égal à 7/2. 


Posons mul = o,le” u = In (w/o,), il vient 

a = In| jn +1) =1/2Ind +79) (23). 

B = arc tg 7 (24) 
d’ou : 

a’ = yP2/(1 + n°), a” = (2)4?/(1 + n°} (25) 


a = QE 92 )f(1 + a2), a = PRE —4n? + d(C + I 

a” = (21 — 2) (1 — 10x? + mA + 0°)” 

av? = (2)°y?2(1 — 261? + 667 — 26n° + n°J/(L + n°)” 

a!’ = (2)6n2(1 — 2) (1 — 56? + 24614 — 560° + 8)/( +77)" etc... 

Les dérivées d’ordre impair s’annullent pour 4 = 1 comme 
pour 7 = 0 et n = ©, et dans ce cas le premier terme de (9) et (17) 
subsiste seul et donne la valeur exacte, soit (0) = 0, 81) = 7/4 
et B(co) =7/2. On note que les dérivées secondes ne sont pas 
nulles pour 7 = 1. Dans les autres cas la série (20) diverge, mais 
pour 7 suffisamment grand elle peut être utilisée comme développe- 
ment asymptotique. Ainsi pour 4 = 10 on a par (21): 


B ~ 1,555 — 0,04965 — 0,1729 — 0,3496 +.... 


et la valeur exacte 1,4711 est bien approximée par les deux premiers 


termes. 
Prenons 7 = 100, nous obtenons : 


B ~ 1,5707 — 0,0005 — 0,0020 — 0,0081 — .... 


alors que la valeur exacte est 1,5608. | 
En fait, pour ces grandes valeurs, l’approximation donnée 


ici par le premier terme est généralement suffisante. 
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D'autre part pour des valeurs plus petites, on obtient : 
n=4, 6 ~1,4784—0,2524 — 0,3345 + 4.8505... alors que 
Ga 13258 
n—2, 8 ~1,2566 —0,4961 + 1,8018 — 4,8194 ... alors que 
B= 11071 


7» =0,5, B ~0,31416 + 0,4961 — 1,8018 + 4,8194.. alors que 
B = 0,4637 


n = 0,25, B ~0,0925 + 0,2524 +0,3345 —4,8505 ... alors que 
8 = 0,2450 


n—0,1, 8 ~0,01555 + 0,04965 +0,1729 +0,3496 . alors que 
B — 0.0996 


n = 0,01, 8 ~ 0,000157 + 0,0005 + 0,0020 + 0,0081 . alors que 
B= 0,0100, 


On voit que le développement diverge plus ou moins rapide- 
ment et que méme le premier terme, généralement considéré comme 
une approximation par les auteurs, faillit complètement à son 
role pour les valeurs les plus faibles des fréquences. La raison 
en apparait ici tres clairement; il ne s’agit somme toute que du 
premier terme d’un développement asymptotique, qui réellement 
n’est utilisable qu’aux valeurs suffisamment grandes de la fréquence. 
Ces considérations, jointes à la remarque que la dérivée troisième 
«’’’ devrait être évaluée sur une courbe donnée de « par 
] expression : 

I Hi +uy)—a’(u) œ'u — x'(u — uy) 


(26) 


Uy uy 
pour u, suffisamment petit, suggèrent d’essayer directement 
Vapproximation 

5 iy k / 

Cx > (u) + =) a'(u + ui) --a’(u—u,) — 2 x’ 1 (27) 


en définissant les paramètres k et wu, de manière à minimiser l'erreur 


ie. fe 
fi) = = f [x“(v) — «’(u)] In (coth 2" ) dv 


k 
nr [x’(u + uy) + &’(u — uy) — 2a’(u)] 
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Pour mieux répartir l’approximation sur l'échelle des fré- 
quences, on peut chercher à minimer l’erreur quadratique intégrale : 


f | f (u)|? du (29) 


D’aprés la formule de Parseval, ceci revient a minimer 
Vintégrale 


Se lie (30) 


dans laquelle F (f) est la transformée de Fourier de f (u) : 


o 


F(fy= [ef (à du (31) 


— 2 


En fait cette transformée devra être considérée comme la 
continuation analytique de la transformée bilatérale de Laplace 
(v. annexe 3), valable à droite de l’axe imaginaire v. L'origine 
peut constituer une singularité à contourner, de sorte qu'il faudra 
alors prendre la valeur principale de l'intégrale (30), au sens de 
Cauchy. 

Nous avons dès lors, compte tenu de (19) (ou de l’annexe 2, 
formule (2, h)) et en rappelant que 


F [au Lu] = Pa F [x’(u)] (32) 


l'expression suivante de l’erreur quadratique intégrale : 


l T\ \ 2k | 5 
E — f th — — x loos Gay) UP al FOP a G3) 
Tee 2 ol ui y 


Cherchons à minimer E par un choix judicieux des paramètres 
k et u,. Posons donc : 


ce (34 
0 ) 
dE 
— —0 (65) 
du; 
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La première condition donne : 


. TV mv | ap de 
i [th FI ~ [eos (u,v) — 1] |F ( |? dy 
r= eee” — (36) 
feu 1)? |F («”)|? dv 


et te seconde se réduit ie 


fo j= > (cos ( u D]: sin v|.F(«’)|2dv=0. (37) 


Ces conditions ne fixent pas le signe d’une solution w, éventuelle, 
de sorte que nous pourrons nous limiter à la recherche de u, > 0. 
Posons 
co 


He fer = ) [1 — cos (uv)] vt | F(x’)? dv (38) 


-—— 20 


i [1 — cos (uv)] |. F(«’)|? dv (39) 
Re Î [1 — cos (uv)}? | F(«’)|? dv (40) 
Ona k= (>J—H)/2.K (41) 


et en remarquant qu’en supposant k/u; + 0 la condition (37) peut 
s’écrire sous la forme : 


k 
see SJ 4 ;K’=0 (42) 


où H’ = dH/au etc., la FE enon de u, est une racine de 
Véquation : 


ay = 43) 


rendant stationnaire l’expression (H — - J)/VK. 
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La présence du facteur |.A(«’)|? montre qu’en général le choix 
de k et u, devrait être fait en fonction du spectre du gain considéré. 
Nous adoptons ici le type schématique usuel de la courbe de 
gain, comportant une fréquence de coupure + = we“ et constitué 
par deux droites, la première horizontale, la seconde inclinée 
d’un angle quelconque (fig. 4). La pente «’(w) se présente sous la 
forme d’une fonction échelon, de sorte que sa transformée de 
Laplace bilatérale est proportionnelle à e¢/s, valable pour 
Re(s) > 0. En notant la singularité à l’origine, la transformée 
de Fourier s'obtient le long de l’axe imaginaire de s: e’*/jv, dont 
la valeur absolue est 1/|v|, (v réel). | FA(«’)|? est donc proportionnelle 
à 1/v? et indépendant de uw, et ceci suffit à fixer les conditions (36) 
et (37), dont le calcul est donné en Annexe 4. 


On obtient ainsi, en portant (4.s) et (4.r) dans (27) la nouvelle 
approximation pour l’angle de phase : 


— — 
4 du 


zt) + 1,033 & 


B(w) = 0,967 [x"(u + 1,16) + 2’(u — 1,16)] (44) 


Pour simplifier nous pourrions donner au paramètre k/u; 
une valeur légérement différente de celle (1,033 x/8) qui vient 
d’étre trouvée, et adopter 7/8; dans ce cas, fixant (k/uj) la 
condition d’optimum ne portant que sur y, Se traduit encore par 
V’équation (37) ou (42). 

Toujours avec l’approximation | F(a’)? ~ 1/v?, on trouve 
alors pour uw, la valeur 1,18, de sorte qu’une approximation 
généralement moins bonne, mais plus simple a employer est donnée 
par la formule : 


TC 


(u) æ a" + feu +118) +2’%u— LE GS 
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Voyons ce que donnent ces expressions dans le cas (23), déjà 
considéré: remarquons ici que le déplacement logarithmique + uy, 
correspond au facteur e*# soit 3,19 ou 1/3,19 pour wy = 1 16. ct 
3,25 ou 1/3,25 pour u, = 1,18. 

Nous trouvons ainsi le tableau suivant pour les valeurs de B 


7 B exact 6 appr. (44) 5 appr. (45) | (70/2) a’ 
| 

4 132$ 1,366 1,366 1,478 

2. 1,106 1,119 1,120 1,234 

| 77/4 7/4 7/4 1/4 

0,5 0,464 0,451 0517 0,314 

0,25 0,245 0,205 0,205 0,092 


On voit que par rapport au premier terme zx’/2 du développe- 
ment l’approximation a été fort améliorée principalement au 
voisinage de n = I. 

On vérifie également que (44) réalise un optimum dans les 
conditions que l’on s'est imposées, (formule (27)), puisque 
l'expression (45) obtenue par des valeurs voisines donne une 
approximation légèrement moins bonne. Sous sa forme (45), le 
premier terme comporte tout juste la moitié de l’approximation 
usuelle zx’/2, et se trouve complétée pour l’autre moitié par une 
moyenne des valeurs en des points voisins équidistants. Ceci 
revient à adopter x’(u) pour x’(v) dans l'intégrale (6), sur une 
bande centrale du diagramme (fig. 1) correspondant à la moitié 
de la surface totale délimitée par la courbe, et pour le reste à 
substituer respectivement «’(u + u,) et x’(u — u;) à droite et a 
gauche, pentes définies à des fréquences u + u, et u — u, choisies 
dans les bandes latérales. 

L'on pourrait encore chercher à simplifier davantage la 
formule (27) en prenant k/uj — 7/4, de façon à faire disparaître 
complètement «’(u). 

On obtient alors 


Bu) = leu + uy) +a/(u — u,) (46) 


ce qui somme toute revient à remplacer dans le premier terme du 
développement de @,x’(u) par la moyenne de valeurs prises à des 
fréquences voisines (u + uy) et (u — uy) judicieusement choisies. 
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Ce choix est donné par (37) ou (42) dans lesquels on doit poser 
k/u = 7/4. Ceci donne, toujours avec |.F(«’)|? ~ 1/v? (v. Annexe 4), 
la condition 


ug 


Lae. | 
H’ = i log (coth| = | ) du = 72/4 (47) 


—U 9 


L'interprétation de cette condition est simple : les abscisses 
(u + uz) et (u —u,) sont précisément celles qui partagent la 
surface sous la courbe c (fig. 1) de manière à délimiter la moitié 
de l’aire totale x?/2 de part et d’autre de u. 

En utilisant 4, (v. Annexe 4) on trouve u, = 0,526. Les valeurs 
de & obtenues en portant ce résultat dans (46) sont beaucoup moins 
satisfaisantes, tout au moins dans l’exemple déjà considéré. Ceci 
ne doit pas étonner puisque (46) tient moins compte de la forme 
exacte de la courbe « que (44) ou (45). Pour mettre ce fait en 
évidence il suffit de prendre une autre valeur de w,, par exemple 
0,693 = log 2 qui portée dans (46), indique que la moyenne des 
x’ a été faite aux fréquences double et moitié de celle corres- 
pondant à wu. 

La fig. 4 montre, pour la fonction schématique « qui a été 
introduite dans (33), l’allure des approximations de ~@ données 
par (45) et (46). La première comporte trois «marches», la 
seconde deux. 

Appliquons maintenant la formule (46) au cas (22), en donnant 
à u, les valeurs 0,526 et log 2. 

Nous mettrons en regard les résultats au tableau ci-dessous : 


: | 

1 B exact | GB appr. (46) | 6 appr. (46) | ne cc 

| (Ga — 05526) (u = log 2) 

ee eee ee ae 

4 | 1,325 1,435 | 1,402 | 1,478 

2 | 1,107 | 1,180 | 1,132 1.257 

Il T/4 | 7/4 | 70/4 | 7/4 

0,5 0,464 0,391 | 0,439 | 0,314 

0,25 0245 | 0136 | 0,167 | 0,092 


x 


Une fonction rationnelle (3) de (s) donne a « et B des termes 
du type (23), d’après (5). Seulement nous y avons supposé T réel. 
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S’il s’agit d’un pôle ou zéro complexe de G(s), il suffira de le 
combiner à son conjugué pour obtenir un terme de la forme : 


| 


x +76 = In (—T'o? + 2¢Tj@ + 1) 


Les pôles correspondants sx de (4) sont alors :(— + vO — 1)/T. 


Soit u = In w/a), ol =e“, on a: 


x + jp == In [1 — er Ho) ae 2j "fie 
= In [—sh (uw — up) +j0] + In (2e *) (48) 
D'où : 
| 

Ss 2 In [sh*(2 = Er C?] +In2 +u—u | (49) 

ou es (50 
et À arc tg = ae = ) 
On a donc: 


1 sh 2(u — Up) 


2 sh%u —u,) + € 


Revenons à la variable de fréquence 4 = wT = e““, d’où : 


On a nécessairement © > 0 puisque les singularités se trouvent 
à gauche de l’axe imaginaire, Le cas 2 = 1 nous ramènerait a 
celui du pôle (ou zéro) double et réel. 

Considérons les valeurs 1/2 1/42 et 42 de © et prenons 
successivement n = 4,2, 1,0,5 et 0,25, en notant que pour &> 1 
les pôles sx deviennent réels. Nous obtenons le tableau suivant. 
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eee 


6 | n | ® exact | @ appr. (4) | B appr. (45) | na’/2 
| | | | | 
| | | | | 


| 4 3,009 | 3,655 3,630 3,320 
2 2,820 2,398 | 2,457 3,927 

O25. iret 7/2 7/2 T/2 | 7/2 
05 0,322 0,743 0,684 | —0,785 
0,25 | 0,133 0.5145 | 0,489 | = 0,178 
4 esi 3,097 | 3,080 3233 
2 2,553 2,412 | 2,440 3,383 

0,5 i T/2 T/2 T/2 T/2 
0,5 0,588 0,729 0,705 0242 
0,25 0,260 0,045 0,061 —0,091 
4 2,780 2,902 | 2 896 3,129 
2 2,386 2,349 2,362 2,957 

0,707 I 1/2 r/2 r/2 be re 
0,5 0,756 0,792 0,782 le m0 85 
G25 1 0,360 0,239 0,245 | 0,012 
4 2,495 2551 2 558 2705 
2 2,059 2,104 | 2 102 | 2.145 

4/2 1 7/2 T/2 7/2 2 
0,5 1,083 1,037 | 1,040 | 0,996 
0,25 | 0,646 0,585 | 0,583 | 0,436 


Ces exemples montrent que, a part le cas 0,25 (courbe des « 
présentant un sommet accentué, ce qui nous écarte fort de 
l'hypothèse de calcul |F(«’)|? ~ 1/v?), les approximations obtenues 
par la formule approchée (44) ou la formule simplifiée (45) sont 
bien meilleures que l’approximation 72”/2. 


Si la courbe envisagée du gain «(u) est au moins approxima- 
tivement représentable par une somme de la forme (5), il suffira 
que pour chacun des pôles sx on ait € > 0,5, pour que les termes 
correspondants de la somme donnant le déphasage 2(u) puissent 
recevoir une premiére approximation satisfaisante par (44) ou (45). 


On note que dans ce cas les pôles sx se trouvent tous a 
l'intérieur d’un angle formé par deux demi-droites issues de 
l’origine et inclinées à gauche de l’axe imaginaire, d’un angle 
u = arc sin &, soit 30° pour 05 Fig. 25): 

Rappelons a ce point de vue que la courbe « moyenne » 
adoptée pour « dans (33) ne comportait qu’un seul pôle, à l’origine. 
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CONCLUSION : 


Une formule simple permettant d'évaluer l’angle de phase à 
partir de la pente du gain a été déterminée; cette formule ne fait 
intervenir que le gain à la fréquence considérée et à deux fréquences 
entourant celle-ci. Elle donne des résultats sensiblement meilleurs 
que la formule approchée 7//2 qui n'utilise que la pente du gain 
a la même fréquence. Cette dernière n’est réellement utilisable 
qu'aux fréquences très élevées. Elle donne de graves erreurs autour 
de la fréquence de courbure, ce qui n’est pas le cas de la formule 
présentée ici sous sa forme simplifiée : 


ie 


8 [x’(u + 1,18) + x’(u — 1,18)] (45) 


LR | 

BG) = 4 œ'(u) + 

Dans cette expression l’abscisse u correspond, dans le 

diagramme logarithmique du gain x, à la fréquence A, de sorte 

que les abscisses (u + 1,18) et (w— 1,18) se rapportent respec- 
tivement aux fréquences 3,25 w et «/3,25. 
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Annexe | 

Une méthode différente d'intégration de (13), un peu plus 
longue que celle de la fig. 3 mais exempte de la difficulté rencontrée 
sur le demi-cercle infini dans la direction arg U = x/2, consiste 
an poser 7—— loom: 


z yn-l > (log bo ae 
— RER = 9 = € i 
es Î vere 2 f à (1.a) 
= 0 
L'intégrale comporte un point de branchement à l’origine 
du plan complexe x + jy, (fig. I), ainsi que deux pôles : xx = +1. 


Fig. I 


En opérant une coupure le long du demi-axe positif Ox et 
en écrivant que l'intégrale le long du contour fermé de la 


fig. a donne 2xj fois le résidu au point x = —1, on trouve la 
formule récurrente : 
(n+ 1)n (n+ 1)! a + 1)! 


(27) ah ae In-1- (2x) APE In—3 + (27)° PNG on Is —..- 
— (—1)"/2-1 marl (2% ET 1) (1.5) 


On trouve ainsi successivement, en posant n = 2,4, 6, etc., les 
valeurs 
NE 2 Ip etc. (126) 
qui sont précisément celles fournies par (15) et (16). | 
Rappelons que (I) s’annule pour les n impairs, sh y étant 
une fonction impaire de v. 
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On note que l'expression des intégrales en fonction des 
nombres de Bernoulli n’est pas aussi apparente ici que dans 
le résultat (15), combiné à (16). 


Annexe 2 | 
La transformée de Fourier de l’angle de phase £(u) s'obtient 


à partir de la convolution (7), soit : 


| be a E ax 
B(u) = — = dina Pr ae (2.a 


— 7 


La transformabilité F, d’une fonction continue f(u) est 
assurée Si 


ñ | F(u)| du < co (2.b) 


ce qui n’est généralement pas le cas pour @(u) mais bien pour sa 
dérivée 8’(u), comme d’ailleurs également pour «"(w). 
Onan 


PL CE CP A CSD 
AUS de HE) | i 
( RU, )| ca EA —d 
sh (uw — y) | 7 ii sh (u — v) 
v=ut+e =e 


les deux premiers termes donnant une partie principale nulle au 
sens de Cauchy si «(v) est continu en uw, ce que nous supposons. 


On a donc : 
A / l - x"(v) 
B'(u) = — = iz: eS dy 
L’intégrale 
Lop du 2 fdu 2 ul] 
= Le = face 
—® 0 0 


x 


n'étant pas finie, nous procédons à une nouvelle intégration par 
parties 
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HE boo 
| 


sw —— [a “(v) In th al | pes Eo In th — 


+ 00 


l lu 
- if 2") In (coth 5 — =) dy 
et il suffit donc que «’(v) soit une fonction continue en w pour 
qu’on ait : 
+o 
; 1 ' lu — y 
B'(u) = =a fa (vy) In Fo 5 Y dv (2:€) 


—0 


La transformée de Fourier de cette convolution est : 
F(e") = Fu"). F(x In coth |u/2) (2.d) 


dans laquelle, grace a (8), la condition d’existence (2.b) est bien 
remplie pour la transformée : 


is ee et l an ie # _i r 
# (— Incot a fe n (co BR f cos Cu. 
| 7 1 sin (vu) 
In (oth 5 > = —, [sin (vu) In (coth Et | nv f ae du 
| 1 | u | | sin (vu) 
Lon [— In (coth EL art (ae (2.e) 


— 20 


Le dernier intégrand comporte les pôles simples u = + kjr, 
el 7) 


02 


L'intégration sur le contour comportant l’axe réel et une 
droite parallèle à celle-ci à une distance 7, avec une identation 
au pôle jr, (fig. II), donne avec, sh (u + jr) = — sh u, 


ees - fe (ou) ch (ve) +jeos (vu) sh (vm) 


“sh (u). sh (u) 


iat eae 


OUR [aoe ee 


7 ch (jn) h (u) 
puisque la contribution de la partie apne de l’intégrale disparaît. 
On a donc : 
* sin (vu) r sh (vx) ( TY ) 
; = = + th em 
sh (u) si 1 + ch (vz) 2 (2.f) 
et enfin : 


“a u l TY ) l TV ) 3 
F E In coth |- > |= 2 th ce = rx te ( 7 . (2.g) 


Le résultat : 


F(e’) =tg(--)-. jy Fe’) (2h) 


corrobore bien, sous une forme plus précise, la formule (19). 


Annexe 3 
Nous venons de voir que la transformée de Fourier de 6’(u) est 


tg rjv/2.#(x"")/jv. D'autre part le développement (20) mis sous 
la forme : 
B~ Z axal¥t)) (y) (3.a) 
k=0 
(où les coefficients ax d'indice k impair sont nuls) constitue bien 
un développement asymptotique de 8 si 


n 


lim #,(u) = lim u” [8 — X axal*+l) (w)] = 0 (n étant fixe) (3.5) 
k=0 


u — © u—> co 


alors que lim;(u) = © pour tout u +0. (Définition de 
n — 0 


Poincaré PL p.131 


Prenons la transformée bilatérale de An(u); en mesurant f 


à partir de sa valeur pour nm = —oo, où «’ 5 ‘annule, on a tout 
d’abord 
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Le) 


26 fereae (TS | le 


S 


—— C9 


1 
£@)=—£6) . (3.0) 


pourvu que R.(s) > 0, et d’autre part 


co 


i ube" du = —dlds Z (8) (3.d) 
de sorte que Z (Zn) = (—1)" a a cues ù ans | ge')\ (3.e) 
s s ae 
Or Se) i 6 “du ce sorte: que 
aS Ne L (An) = An) — An(—0) (3.f) 


Comme le développement tgzs/2 = 5 ess 
k=0 


est valable pour s suffisamment petit le premier membre de (3.f) 
s’annule, par simple identification de coefficients d’une série de 
Taylor, ce qui entraîne lim Ao) = 0, car Ry (—o) est lui-même 
nul. En effet @ et les dérivées successives de & tendent exponentielle- 
ment vers 0 pour u —> —oo (v. (24) et (25)). 


Annexe 4 

Nous avons supposé |.A(z«’)|? proportionnel à 1/v*, on note 
que dans ces conditions les intégrands (38), (39) et (40) ne 
comportent pas de singularités à l’origine. 

L’expression (36) ou (41) comporte 


= ic: (xv/2) [1 — cos (uv)] v* dy (4.a) 
= fu — cos (uv)] v2 dy (4.5) 
aig! tl — cos (uv)? v2 dy (4.c) 


en les dérivant par rapport au, ona: 
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H = ii th (xv/2) sin uv. v-? dv (4.d) 


J’ = [sin (uv). ldv=nr sgn (u) (4.e) 


K’ = 2 f [1 — cos (uy)] sin (uy). vt dy 


oo 


= 27 sgn (u) — i sin (2uv). v-1 dv = x sgn (u) (4.f) 


2 


Comme J et K s’annulent pour vu = 0, on a simplement : 
te oe (4g) 


Quant à ‘H”, dont l’intégrand comporte les pôles v — 7, 
v = 3j, etc., l'intégration le long d’un contour constitué de l’axe 
réel v et d’une droite parallèle, à une distance égale du premier 
pôle v= j, (fig. IT) n'implique qu'un seul résidu, r : 


sh (rv/2) sin a} a 
dy (ch de = — 2/rj.sh 4.h 
de Le (ch(zv/2)) ov? Jo [zj.sh(u) (4A) 


0, 
| 
NS ee 
i. 
Fig. II 
On a donc : 
CRE m/2( + De ae dv = 2njr=4shu (4.i) 


et en développant l’intégrand et en notant la disparition des termes 
impairs en v : 


H’— fun (xv/2) [(v? — 4) sin (uv).ch (Qu) + 
+ 4v cos (uv) sh (2u)] (v? + 4)-2 dv = 4 sh (u) (4.j) 
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Dérivons deux fois les deux membres de cette équation, 
par rapport à uw; nous obtenons ainsi : 


H’’’ + ch 2u f th (xv/2) sin (uv) dv = 4 sh (w) (4.k) 


—— ©, 


Or si l’on dérive deux fois H’ tel qu’il est donné par (4.d), 
on trouve 


ny TV , 
H°—= | th — sin uv dv 
—oO 


de sorte que le résultat précédent prend la forme : 


4shu 2 
— f-2ch ln cha 


ir (4.1) 


Integrons en remarquant que H’ doit s’annuler avec u : 


eu fr (coth 5 ) a (4.m) 


L’évaluation de cette intégrale se fera le plus facilement par 
parties : 


: | u | : udu 
H = 2u.in(coth |) _ Le 
0 


et pour des valeurs de u 7/2, on pourra utiliser le même déve- 
loppement en série potentielle de u/sh w, (v. [], p. 204, pour x/sin x); 
on a: 


u æ, 9 — 2% 2 Fe Blue 
> PI fee AM ig te À 
Fr SU ST TT 15120" GD 


de sorte que 


u | u? Tut 31 u° | a 0) 
i (coth 5) = Po eine ieee 


Intégrons encore : 
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: ( Tut 31 u® Va 
2 fuin (coin + | — Et 4933607 °"* u 
0 


ue 
= 4.H’ —H + (19 ae 


d’ou 
u? u? Tus 31 a 
= ce Let — 36 Ÿ 5400 423.360 + Ohl Jan 
soit 
u 7 Ju 
He in (oth | Te — 41" 6 T6 1.800 
9 31 5 
TR - 105840 +...) (4.9) 
Portons ces résultats dans la condition (43); celle-ci devient : 
IT 119 713 . 
6u In esata 2) use + 00 4 us TTT bas j= (dr) 


| 2 | 
équation qui ne comporte qu’une seule solution u, positive : 
u, = 1,16 (4.5) 
Reportant cette valeur dans l’expression (41) de k, en passant 
par (4.g) et (4.q), on trouve : 
k = 0,545 = wi. 1,033 2/8 (4.1) 
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Deuxième Section 


SCIENCES PHYSIQUES ET CHIMIQUES 


Un oculaire triplet (ID). Théorie de Gauss 
PAR 


A. BIOT 


SOMMAIRE 


On donne, en lentilles minces, la théorie de Gauss de l’oculaire triplet 
décrit dans un travail précédent. On établit des formules qui permettent de 
calculer les éléments d’un tel oculaire. La condition d’achromatisme est déduite 
d’une formule générale établie par les méthodes élémentaires 

LFS® + dx, — 0 

applicable à tout oculaire achromatique visuel de forme quelconque utilisé 
avec un œil qui met au point à l'infini. Dans cette formule, L est la distance de 
la pupille d’entrée de l’oculaire au plan focal objet; F, la longueur focale; 
5® et 5x1, respectivement, sont les accroissements que prennent l'inverse © 
de la longueur focale et la distance x, de la surface d’entrée de l’oculaire, au 
plan focal objet quand on fait varier les indices de réfraction des lentilles 
constituantes. Cette relation peut encore se mettre sous la forme 


où gp est le grandissement aux pupilles. 


1. Le problème 


Nous avons décrit ici-même (1) un oculaire de type nouveau 
qui offre en particulier l’avantage de présenter, entre le verre 
d’œil et la pupille de sortie, une distance à volonté plus grande — 
ou plus petite — que celle qui existe dans un oculaire d’Huyghens 
ordinaire. 

Nous donnons ici des formules pour le calcul de cet oculaire. 
Ainsi qu’il est d’habitude dans ce genre de problèmes, nos formules 


(1) Un oculaire triplet pour microscope. Ann. Soc. Sc. Brux., LXIX, 
I, p. 24. 
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ne fournissent pas, en une fois, des éléments définitifs. Pour obtenir 
ceux-ci il faut calculer plusieurs oculaires satisfaisant à des 
conditions que l’on s’impose et déterminer le meilleur. 

Peut-être reprochera-t-on à notre oculaire d’être plus compliqué 
qu’un oculaire de Huyghens. Mais la simplicité n'est pas un but. 
Le but, c’est de satisfaire aux conditions imposées. Un instrument 
d’optique doit d’abord répondre au but pour lequel il est réalisé ; 
mais il est bien entendu que l’on s’efforcera ensuite de résoudre 
ce problème par les moyens les plus simples. Que l’on compare 
les théodolites actuels à ceux d’il y a cinquante ans et l’on s’éton- 
nera de constater qu’à part exception on ait si peu innové depuis 
Abbe dans le domaine des oculaires de microscope. 

Signalons ici que nous avons établi par des moyens élémen- 
taires une condition générale très simple d’achromatisme pour les 
oculaires visuels (1) de type quelconque. Les conditions d’achroma- 
tisme des systèmes optiques s’écrivent d’habitude comme des rela- 
tions de Seidel par des moyens réservés aux spécialistes, de sorte que 
les complications concomitantes amènent d'excellents auteurs à 
donner la condition d’achromatisme pour oculaires à deux lentilles 
simples — ceux de Huyghens pour microscope par exemple — sous 
la forme bien connue d = ( f, + f,)/2. Or ce n’est exact que quand 
la pupille d’entrée de l’oculaire se trouve à l'infini comme on le 
verra d’ailleurs plus loin. Et c’est loin d’être le cas pour les oculaires 
de microscope en particulier où la pupille d'entrée se trouve dans 
l’objectif ou dans son voisinage. Notre méthode d’exposition offre 
un moyen d’échapper aux difficultés signalées. 

Rappelons encore que notre oculaire dérive de l’oculaire 
classique de Huyghens par- intercalation entre les deux lentilles 
de celui-ci d’une troisième lentille qui est en général négative. 

Enfin, signalons que, dans ce qui suit, chaque fois qu’il sera 
question d’une lentille — et non d’un système optique — celle-ci 
sera considérée comme mince. 


2. Notations 


Il n’existe pas encore, malgré des tentatives diverses, de système 
de notations optiques généralement adoptées, même pour un pays 
déterminé. Nous donnons ci-dessous celles que nous employons. 


(*) (Non compensateurs). 
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Nous appelons L,, L,, L3, respectivement, le verre d’ceil, la lentille 
intercalaire et le verre de champ; jf, /2, 3, les longueurs focales 
(images) de ces lentilles; 91, 92, 3, les inverses de ces longueurs, 
Vi, Vo, Vs, les constringences (7, — 1)/(np — nc) de ces lentilles. 
Soient encore d, la distance (Lj, L.); d, la distance (L2, Ls) et 
posons d = d, +d,. Dans le cas le plus simple, L, se trouve au 
foyer objet de L,; on a alors d, = f,. Dans le cas général, on a 
d, = f\{1 +4), « pouvant être positif ou négatif. 


L; lL, ie 
y bee ae ok 
ee IE 
P 
| 
L | 


< 


ree. 
al 


Fig. 1 


Placons l’oculaire dans l’instrument. Supposant que la lu- 
mière vient de gauche on rencontre successivement, en suivant 
le sens du parcours de la lumière (sens positif sur l’axe opti- 
que) : la pupille d’entrée P (pupille de sortie de l’objectif, sup- 
posée achromatique, la lentille Ls, puis L, puis le foyer objet F de 
Voculaire; ensuite Ja lentille L,, puis le foyer image F’ de l’oculaire 
(F’ pourra se situer parfois avant L,), enfin la pupille de sortie ee 
Nous appelons F la longueur focale image de l’oculaire, ® 
l'inverse de cette longueur, L la distance entre la pupille d’en- 
trée P et le foyer objet F, L’ la distance entre le foyer image F’ et 
P’. Avec ces conventions, on peut écrire LL’ = F2? (formule de 
Newton). Appelons encore x, la distance de L, a F et x, la dis- 
tance de L, a F’. 


3. Formules générales pour un triplet 


Dans un triplet du genre de celui que nous avons défini plus 
haut, on trouve facilement, en appliquant les formules élémentaires 


classiques : 


4] 


D — 9, +$2 +93 p1P3(d: + dy — did3ps) — 92(GiP1 + dyp3) (1) 


X1 = —[] — die, — dep, — 4x2 — dip192)] X 1/ (2) 
X2 = [1 — dps — difps + 3 — dapaps)] X 1/® (3) 
Remarquons que nous devons écrire le signe — devant 


l’expression de x, car le calcul de x,, qui donne le signe +, se fait 
en sens inverse du sens de la lumiere. 
On a encore 


d=d, +d, (4) 


La variation chromatique de ® et celle de x, (nous n’aurons 
pas besoin de celle de x,) s’obtiennent, en remarquant que 39 = ¢/¥, 
par les relations suivantes que l’on trouve facilement par différen- 
tiation de (1) et de (2) 


4 OT CAN es ~~, ! 
sO = — + — + “y d\9:193 e RE =) — duree ( qu ) 


Vi Me 3 Vy Vo 
I | l I 
— durs (: + )— des ( 7 ) + 
2 3 My V3 
one I A 
+ aye 1009s (> de +=) (5) 
sb 1 [19 P2 | 
a 0 4 LE ld ‘ + de — d,d.91%> (: Lee )| (6) 
2 1 2 


4. Formules de calcul dans le cas ou d, = fy. 


Quand Ly se trouve au foyer objet de L,, les relations précé- 
dentes se simplifient considérablement. Elles deviennent 


® = 9; +93 — dpips = pi + (1 — de) (1’) 
Xx, = +4,9,/0 = — (1 — dp,)/D (2°) 
Xe = [(1 — dos) — dig, (1 — dyp3)|/® (33 
d= d, +4, (47) 


Nous considérerons plus loin les variations chromatiques 
dD et dx. 


En supposant ®, x,, x, et d donnés, on tire, 


I 1 +x, 


de (2’) Per nr (7) 
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de (1°) Oo pares (8) 
de (4’) d,=d—d, (9) 


et ena de (35) 
Ox, — 1 — do, 
a ra (dos = 1) 
Remarquons que nous pouvons supposer que x, est donné 


au lieu de x, +L’, abscisse à partir de L, de la pupille de sortie. 
En effet, F et L étant forcément connus, on a L’ = F?/L. 


(10) 


5. Formules de calcul dans le cas où d, = FA +4) 


Cette condition peut s’écrire dy, = 1 + «oud, = (1 + x)/p1. 
On tire d’abord, de (2) et (4) 


I +a 
— Ox, = 1 — do, — 429.1 — dis) = 1 — do, + o po (11) 
1 
d’où 
1 +®x,—do, © 
ae (12) 
l+a—do, « 
Par ailleurs, (3) donne 
Ox, = 1 — dp, — dye, (À — d?3) 
d’où 
| — do, —Px, 
1 —do3= = 13 
273 di92 ( ) 


D'un autre côté, (1) peut s’écrire 
D = 0, + 93 — 4919s + Pa + (1 + a)dyoop, — (1 + %)P2 — dapaps 
= 01 +93 — 4193 — Fhe (1 — dos) 
Remplacant, dans cette expression | — dao, par sa valeur (13) 
et résolvant par rapport à 93, on trouve ensuite 


Oe 61 ax) 


\ 1 +a— dy; oo 


Revenons à la relation (3) et remplaçons-y ds, par sa valeur 
(de, — 1—®x,)/« tirée de (11), puis +, et 4 par leurs valeurs 
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(12) et (14). Résolvant par rapport à 9, on trouve, par des calculs 
sans intérêt 
(1 +a)(1 +®x,) 
P1— Od +a(1 +©%x,x5) 
Supposant ®, d, x,, xX, et « donnés, la formule (15) permet 
de calculer 9,. On aura ensuite 


(15) 


d, (16) 


| 


ca 
ds = d—d, (17) 
On calculera 9, par la relation (14). 


Comme « peut être petit, on ne déterminera pas +, par (12) 
mais par la relation suivante, tirée comme suit de (3) 


Dx, — 1 + dos = —padi(l — 4593) 
d’où 
| —®x, — do; 


— = ‘18 
di(] — ds) om 


Pa 


6. Condition générale d’achromatisme 


Considérons un système oculaire visuel quelconque, employé 
pour la vision à l'infini. Supposons achromatiques la pupille 
d’entrée et l’objet. On sait que dans ces conditions, l’achromatisme 
est réalisé quand le grandissement aux pupilles est indépendant 
des indices de réfraction. (On peut le vérifier facilement en écrivant 
la relation de Lagrange-Helmholtz pou les pupilles : y0 = p’6’; 
comme 50 —0 puisque l’objet est achromatique, 50’=0 si 
y’/y = C*). Afin d'écrire commodément cette condition, établissons 
d’abord deux lemmes : 

a) Représentons (le lecteur fera facilement la figure) le 
systeme oculaire par ses plans principaux H et H’, son axe optique 
perpendiculaire a ces plans et, sur celui-ci, ses foyers F (foyer objet) 
et F’ (foyer image). Plaçons perpendiculairement a l’axe optique 
la pupille d’entrée P. Elle se trouve en avant de F a une distance 
de ce foyer telle que PF = L. Soit y le rayon de la pupille d’entrée. 
Construisons la pupille P’ de sortie, image de P et de rayon y’. 
Pour cela, employons la méthode classique. Par le bord de P 
menons un rayon parallèle à l’axe optique et un autre qui passe 
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par F. Après traversée du système, le premier rayon passe par F’ 
et le second est devenu parallèle à l’axe optique. Ils se coupent 
sur le bord de la pupille de sortie à une distance y’ de l’axe optique 
et la distance F’P’ = L’. La construction détermine deux couples 
de triangles semblables, l’un à gauche de H, l’autre à droite de H”. 
Dans ces triangles nous pouvons écrire, en prenant les valeurs 
absolues 


vi F LÉ 
ele i ee =) 
D'où 
a 2 12 
CS 
mais |y’/y| = |gp|, le grandissement aux pupilles. Pour que gp soit 


constant, on voit qu’il est nécessaire et suffisant que L’/L le soit. 


b) Revenons maintenant a la figure du paragraphe 2). Nous y 
avons placé F et F’ pour la radiation de base qui sera par exemple 
la radiation rouge C. Les foyers F; et Fg pour la radiation bleue 
F doivent étre placés, sur la figure, le premier un peu au-dela de F 
et le second un peu en avant de F’. Par ailleurs, la pupille de sortie 
P’ est aussi entachée d’observation chromatique longitudinale et 
Pi ne coincide pas avec P’. (Il ne peut y avoir confusion ici aux 
deux significations données à la lettre F). En définitive, si l’on a, 
pour la radiation C 


LES E 
on a, pour la radiation F, puisque 5L = 0 
(L + 8x,) (L’ — 8x, + 8L’) = (F + SF)? 
d’ou 
LL’ = 2F8F + Ldx, — L’3x, (19) 
en négligeant les quantités du second ordre. 


Etablissons maintenant la condition générale. Elle s’écrira, 
en vertu du lemme a) 


Le 3x74 5L” | Bs 
Cece. 0 
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d’où 
Léx, + L’8x, — Lil’ =0 
ou encore, en vertu de (19) 
L’3x, — FSF, = 0 (20) 


Remplacant, dans cette relation L’ par F?/L et oF par 
— $@/?, on trouve 


LF3® + 3x, =0 (21) 
Rappelons que l’oculaire considéré est de composition quel- 
conque et que l’œil regarde a l'infini. 


7. Evaluation de 8D et de 3x, pour un triplet 
a) Valeur de 3®. La relation générale (5) peut s’écrire 
8D = [9,(1 — des) — dips . pa (1 — dops)l/v1 + 
+ [p21 — 4,91) — depops3 (1 — dipi)]/ve + 
+ Los (1 — dps) — dopoe5 (1 — dipi)]/vs 
ou 
SO = [ps (1 — dos) — (1 +) pa (1 — dopa)]/v1 
— ap. (1 — dys) X 1/ve + (1 — de, + adspe2) X 95/Vs (22) 
Pour l’oculaire de Huyghens (9, = 0), on a 


SO = 9, (1 — dps)/v +93 (1 doy)/v3 (23) 
Quand « = 0, il vient 
sO = [o,(1 des) pa(l dx93)]/v1 +93 (1 — de;)/vs (24) 
b) Valeur de 5x,. La relation générale (6) peut s’écrire 
l do. 
dy = — x, BDD +L (des — dips - das) +" (1 — dip )]/D 
2 


d’ou 

8x1 = — X1 80/® + [(de,—4d,92)/v;—ad yo (1/v1 +1/v2)]/D 

8x; = — x, 80/® + [dp1/v1—dope {1/vy +a (1/v, +1/v,)}]/® (25) 
Pour l’oculaire de Huyghens (9, = 0), 


3 | 
RE 50 (26) 
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Quand « = 0, 


ie 
OX = — xy Oo ats v,® (do, — ds92) (27) 
8. Oculaire de Huyghens 
Appliquons la formule (21) au cas de l’oculaire de Huyghens. 


Cela nous fournira une vérification. I] faut introduire, dans (21), 
les valeurs (23) et (26). Il vient d’abord 


Cie ee 
TG re) 
ou 
de 
(L— x,) 3 + = 0 
ae | 


puis, successivement 
vy (L — x1) [A — dpspil vi + (À — do;)93/v3] + dp, = 0 
x) 91 + Lx) 3 v1/ va = dx) 9193 + (Lx) 91 Ps Y1/¥3-P 1] 
Si (L — X1) (91 +93 V1/V3) 7 
(L — xy) $193 (1 + vi/¥s) — $1 
Remplaçant +, et 9, respectivement par 1/f, et 1/f,, on trouve 
finalement 


(L — x1) (fa +/i V1/Va) = ts site V1/V3 | 
i DEN) fe Lviv ir) 
Cette relation, qui se réduit a d=(f, +/f;)/2 pour L = 


et v, = v3, est bien connue. Elle constitue donc un cas particulier 
de la formule (21). 


d (28) 


DA Cas ou — 0 
On a alors 


LFS® — x, 80/® + (do, — dyp2)/v,® = 0 
d’ou 
(L — x,) 8® + (dp, — 4292)/v1 = 0 
(L — xy) {[e11 — dps) — pl — dipa)]/v1 + (À — de1)93/¥3} + 
+ (dp; — dip2)/v1 = 0 
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On remarque que d, — d—f, et l'on remplace, puis on 
résout par rapport à d et l’on remplace encore 9, 92, 3 par 
1/f,, Ufo, 1/f33 on trouve facilement 


(L—x:) (fath V1/ V3 =i L—x,) (fi +f3)— fifa] RE (29) 
as (L—x,) (1 +v,/¥3)—fa— (L—x,— fs) fille 


10. Cas où «. +0 

Ce cas se traite comme le précédent. On trouve encore une 
équation du premier degré en d. On part de 

(L — x,) 8® + do,/v, — dep [1/v, + (1/v1 + 1/v2)] = 0 
On trouve, tous calculs faits 
d {[((L — x,) (L +) = fl — CG xs 
— [QL — xy) (+ v1/ ve + v3/¥3) — fs (1 + vi/v0)] à ile} = 
(L — x) [fs +f valve] — (LL — x) (ft + fs) — fol Alle 
— {(L—x) (fi + vive + vi/vs) + fs À + V1/V2)] 
—fifs(2+ valve) + à fi [1 + vi1/va + v1/v3) (L — xy) 
—fg(1 + v1/vo)]} à Ailfe. 


Cette relation se réduit a celles que nous avons trouvées plus 
haut quand on fait 1/f, = 0 ou « = 0. 


11. Autre forme de la condition générale 
De la relation préliminaire (20) 

L'art" FSF 
on tire, en remplaçant L’ par F?/L 

PL 8x, = sF 


ou 


| Igel 8x1 = BF | (30) 


On voit donc que pour l’achromatisme il faut que la variation 
de F soit égale au produit de la variation de l'abscisse du foyer 
objet par le grandissement absolu aux pupilles. 
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Un oculaire triplet (III). 
Condition générale d’achromatisme 


PAR 


A. BIOT 


SOMMAIRE 


On établit la condition générale d’achromatisme pour un oculaire 
« compensateur » destiné à donner une image à distance finie. Cette condition 
s'écrit 

(LY + F) D + dx, — LOSx, + eO(Ll’ — F*) = 0 

Dans cette expression L représente la distance de la pupille d’entrée 
au plan focal objet; /’ la distance du plan focal image au plan image; F et O 
respectivement, la longueur focale de l’oculaire et l’inverse de cette longueur; 
dx, et dx, respectivement, les variations chromatiques des derniéres abscisses 
focales et « le coefficient de « compensation ». On applique cette formule au 
cas de l’oculaire du type de Huyghens et au cas de l’oculaire triplet pour 


lequel la lentille complémentaire se trouve au foyer objet du verre d’ceil. 
Les méthodes de calcul sont basées sur les formules élémentaires classiques. 


1. Le problème. Nous avons, dans des travaux précédents (!), 
donné le principe et la théorie d’un oculaire triplet (2) dérivé de 
l’oculaire de Huyghens par intercalation d’une lentille entre le 
verre d’œil et le verre de champ d’un tel oculaire. Nous avons 
établi, a cette occasion, la condition d’achromatisme applicable 
au cas d’un oculaire visuel quelconque (*) formant à l'infini l’image 
offerte à l’œil. 

Nous reprenons ici la question de l’achromatisation d’un tel 
oculaire en supposant maintenant que l’image qu'il sert à examiner 
est affectée d’aberration chromatique latérale (nous supposons 
qu’il n'existe pas d’aberration chromatique longitudinale) et que 
l’image définitive donnée par l’oculaire se trouve à distance finie. 


() Ann. Soc. Sc. Brux., LXIX, I, p. 24 et LXXIL I, p. 39. 
(2) Visuel. 
(2) Non compensateur. 
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Dans les applications nous supposerons minces les lentilles 
utilisées. 


2. Notations. Elles sont en principe les mêmes que dans le 
travail IL cité. Mais nous devons ici définir la position du plan 
image définitif. Pour cela, nous appelons /’ la distance du foyer 
image de l’oculaire au plan image définitif. Le coefficient de 
« compensation » ¢ est défini plus loin. Afin d’éviter toute confusion, 
nous appellerons SP’ au lieu de 3L’ la variation chromatique de 
position du point P’ (pupille de sortie). 

Nous avons représenté dans la figure 1 les éléments nécessaires 
au calcul. Le sens positif des segments est de gauche a droite. 
P est la pupille d’entrée de rayon y; O l’image offerte à l’oculaire; 
F le foyer objet de ce dernier; H et H’ ses plans principaux; F’ son 
foyer image; P’ la pupille de sortie de rayon y”; I l’image de O; 
5x, et 5x, sont les variations chromatiques (passage de la radiation 
C à la radiation F par exemple) des dernières abscisses focales de 
l’oculaire. D'un autre côté, L et L’ représentent respectivement 
la distance de la pupille d’entrée au plan focal objet et la distance 
du plan focal image à la pupille de sortie; / et /’ les distances de 
l’objet au plan focal objet et du plan focal image à l’image définitive. 


3. Premiére forme de la condition générale. Rappelons et 
établissons d’abord quelques relations. 


a) On a 
LSP’ = 2F5F — L'’5x, + Lx, (travail II, 19) 
puis 
y’ 2 L’ | 

Co) == (I) 

dg CE Ps 
d’où => — 

ge ~2E°(r) ©) 


gr représentant le grandissement aux pupilles. 
b) La relation de Legrange-Helmholtz, établie pour les 
pupilles, s'écrit ici (fig. 1) 


y8 = y’0’ ou 0 = g, 0’ (2) 


| Dans le problème que nous étudions y est constant (la pupille 
d’entrée est achromatique) mais 0 ne l’est pas. On a donc 
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00 = 0’3e, + gp 50’ 
d’où, en divisant par (2) membre à membre 


$6 Se, 50’ 
i si oe + 0’ (3) 


La quantité 50/0 est égale, évidemment, (fig. 1) au rapport 
50/0 de l’accroissement chromatique 30 de la longueur de l’objet 


à cette longueur O. C’est une quantité connue que nous repré- 
senterons par ¢. < est le coefficient de «compensation» de l’oculaire, 
ce terme étant pris dans le sens Je plus général et non pas applicable 
seulement au cas des oculaires dits compensateurs de microscope. 
Il s’indique en effet d’appeler compensateurs tous les oculaires 
qui le sont effectivement c’est-à-dire tous ceux qui corrigent 
l’aberration chromatique latérale d’une image donnée par un 
objectif quelconque. Ainsi un oculaire de jumelles à prismes est 
en fait un oculaire compensateur. Ici aussi on peut se demander 
si J’habitude l’emportera sur la raison. e est une quantité toujours 
petite, qui peut être positive ou négative. Sa valeur absolue varie 
entre quelques ‘/, et 1%. 

c) La condition générale d’achromatisme que nous cherchons 
doit exprimer que l’image I est indépendante des dn. Elle s’écrira 
donc 


Ww ee +) 6’ == (Ce 
ou encore 


Got exe (00e) = 18! 0 


SI 


c’est-à-dire 
(I — L4) 860° BSP’ 0 
ou 
50” SP’ 
07 i’ —L’ ® 


Dans la relation (3) introduisons la valeur ôg,/g donnée 
par (1) et la valeur (4) de 36’/0”. Il vient 


LE 16 Ru SP" 
ames M CL L A CASE i. 


d’où, en développant la valeur de à L’/L 
CL ASE SR CPL EE SP’ 
= 31 a mt 
puis (on néglige dx, au dénominateur) 
2eLL’ (/’-L’) = (I’ +L’) (2F5F-L'5x, + L8x,)-(//-L’) (Lx +L'3x:) 
ou 
LY LL) = 0 +L) PFS Lie, 2 Lee 

Eliminons, dans cette relation, L’ par L’ = F?/L et SF par 
ÔF = —d/@?, On trouve tous calculs faits 

(LI + F%) 30 +/’@3x, — LOSx, + O(LI’— F)=0 (5) 


C’est la relation cherchée. Elle est valable pour tout oculaire 
« compensateur a projection ». 


4. Cas particuliers. Si l'on considère un oculaire compensateur 
visuel à corriger pour un ceil qui regarde à l'infini, il faut diviser 


la relation (5) par /’ puis faire tendre cette quantité vers l'infini. 
On a alors 


LFS® + dx, + eL =0, (6) 


Si l’oculaire supposé à projection, ne doit pas être com- 
pensateur, e = 0 et l’on doit avoir 


(LI + F%) 80 + //O3x, — LDx, = 0 (7) 


Si l’on étudie un oculaire « visuel» ordinaire pour un œil 
regardant à l'infini, la condition se réduit à 
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LFS + 8x, = 0 (8) 


formule trouvée dans le travail précédent. 
Dans le cas d’un oculaire « compensateur » « visuel» on a, 
si la pupille d’entrée se trouve à linfini 


sd + <D = 0 (9) 


Enfin, dans le cas d’un oculaire achromatique visuel et d’une 
pupille d’entrée à l’infini, il vient 


sd = 0 (10) 


relation classique mais qui mériterait bien d’être présentée 
autrement qu’on le fait d’habitude. 


5. Oculaire du type Huyghens à projection. I s’agit ici d’un 
oculaire « compensateur » du type Huyghens dans lequel la lentille 
d’ceil, par exemple, peut être constituée par des lentilles collées, 
de sorte que son y résultant peut avoir une valeur quelconque. 


La formule à utiliser est la relation (5). 


a) Donnons d’abord quelques formules établies pour la plupart 
dans le travail II. De la relation (on note que 9 = I/f, = ©) 


Ciel 
eee 
on tire 
= Cf, +e) TL Te (11) 


Par ailleurs on a 


D = 9, + Ps — 49193 


puis 

x, = —F (1 — d;) 
d’ou 

df, Ro alE (12) 
et 


Mg F (1 — dos) 
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d’où 
fa —d= Xof3/F (13) 
Multipliant ensemble les deux valeurs de x, et x,, il vient 
X1Xo = —{(1 — dd)/D? 
d’où 
F2 = —x,x, + dF (14) 
Les variations chromatiques de ®, x, et x, sont définies par 
8D = p1 (1 — dps)/v1 + 93 (1 — dy1)/vs 
qui donne en remplaçant ¢, et +, par leurs inverses 
DD = [(f3 + va fi/¥s) — d'O + v/vs) ff 3 
En posant 
A= (fs + v1/1/Vs)/ V1 ff 3 B= (1 + vi/vs)/Viff5 


on peut écrire 


sd = A — dB (15) 

On trouve facilement 
dx, = (— x, 80 + d/v, f,)/® (16) 
3xy = — (xD + d/vsfs)/D (17) 


b) Dans la formule (5) remplaçons F?, 3x, et 5x, par leurs 
valeurs données respectivement par (14), (16) et (17). On a 
(—x x, + dE + LI + Lx, — l'x1) 8® +Ld/v,f, +1’ d/v, fy + 
+ eD (L/’ — F2?) = 0 


qui peut s’écrire successivement 


srt + X2) + dF] (A — dB) +Ld/vsfs + l'dfv, fy + 
+ eD (L]’ — F*) = 0 


(L — x1) (I +x.) À — dB (L — x,) (’ +x.) + dFA — @FB + 
+L dif +l’ d/vs fs + eO(LI’ — F2) = 0 (18) 


| Evaluons la différence dFA — dFB en remplaçant A et B 
puis dF et enfin f; — d et d — f, par leurs valeurs 
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TEA — PB = {(fs + vi fil vs) (F CA +43) fol 
SAE VIE Cig fa) NN AUS 
IEC) el 
noi) EC) fall at alas 
{x rs) fi fal Fl 
— VX 1 fs) —fAifs/F st Vif Ss 
= 4 (Xof3— i Xi fs) ff 5 
= dx»/v1f, — dx,/v3 fy 
Introduisons cette valeur dans (18) et groupons les termes 
(L — x,) (’ +x.) A—dB(L— x,)(V’ +x.) + 
+ dx) fs + dE — x)/vafs + ¢® (LI’ — F*) = 0 


Remplaçons A et B par leurs valeurs, multiplions par v, fifa 
et groupons 


(L—x,) (+ x2) (fa + va fi/¥3)—d [L—x1) (EE) (aes is) 
— (l’ + x2) fs — va L— x) fils] + evi hi fs® (Li’ — F?) = 0 
D'où 
(L—x,) (+ x2) (fs + v1 fi/¥3)+ € Mas D) 


G04 Pa Ce Una (7 
Cette formule peut aussi s’écrire 
ÿ ev Li F7 
(+) + 1/11 3 D FZ) 
d = Va (i ae - x1) ( (I se x») (20) 
if Ti Le 1 | 
Va L — X41 Va i + Xo 
Si e = 0, on obtient la relation bien connue 
ae iv: 
a = ts if fil 3 (21) 


I + V1/V3 fl +; ca vi fils (Ex) 


6. Cas du triplet avec d, = f,. Ce cas se traite comme celui 
de l’oculaire du type de Huyghens. On se sert dans le cas général 
de la formule (5). Les relations auxiliaires sont les suivantes (voir 
le travail IT) 


a 


x = Fd—fpif, d'où d— f = x/flF 


x = {1 — dps— fi pall —(d— di) pl = F fs Dif —filfs 


d’où 


Ts —d= (x; + filfs) fs/F 
XaXo = —F? +dF—FAd—Sfvlh 


F? = —x,x, +dF — Ff(d —fi)lfs 


fa = fi 


ao Se (ft) 


a) 
sise [yon FE = URSS 
Vif1f3 a F vifoF 


d—f; 
Mdx, a xy SD a d/v; fy — Nr 2 


LE) 
Vafs Ja \V1F Vas 


dF — F(f + f3) — {ls 


OSx, — —X 2 s® cr 


Les calculs se conduisent comme dans le cas précédent. 
On trouve finalement 


(L — xy) (+ x3) (fs + vi fi/vs) +S 7 { {V1 LA fs/vs 
—(L—x,) ( +3) fs +, Lfifel 2—F (fs + V1f1/v3) 
— l'fs — vw LflvaBlfeF + evs fi fsD (LI — F?) 
= d{(L— x) (+ xs) (À + vi/vs) + (’ +2) fs + 
+ v,(L — x1) fi/vs + fi Lfs—#: (1 + V1/V3)}/fo} (22) 


Cette relation se réduit à la relation (19) quand on fait 


Pa = 1/fs = 0. 
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TABLES POUR LE CALCUL 
DES DOUBLETS MINCES COLLÉS CORRIGÉS 
DE L’ABERRATION SPHERIQUE 


par A. BIOT 
(Anny Soc. Sc, Br, XVIII 1955) 


ERRATA 


page 167. Dans la formule qui donne C, il faut le signe + entre 
les deux termes du second membre. 


page 168. Dans la formule (1) le terme 2m(A +1) doit être 
précédé du signe +. 
Dans la méme formule, a la fin, le crochet ] doit embrasser 
le radical et non pas se trouver sous ce dernier. 


N. B. Les valeurs des tables sont exactes. 


Sr. 
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Dielectrical properties of electroluminescent and 
phosphorescent zine sulphides and assumptions on 
mechanism of electroluminescence 


by 
ANDRE LUYCKX, J. VANDEWAUWER and S. RIES 


Laboratoire de Chimie Physique, Ecoles Spéciales, 
University of Louvain, Belgium 


RESUME 


Cette étude tend a établir une différenciation dans le mécanisme du 
cheminement des électrons dans les sulfures de Zn phosphorescents et 
électroluminescents (EF. L.). 

Dans ce but nous avons été amenés à mesurer pour les poudres phos- 
phorescentes d’une part et E. L. d'autre part la variation du tg 6 sous voltage 
croissant et à la fréquence industrielle de 50 périodes. Ces mesures de tg à 
nous ont conduits parallèlement à mesurer les Rp et Cp (circuit équivalent) 
pour les mêmes voltages. 

a) Les poudres E. L. montrent une augmentation du tg à (de 0,05 à 
1,91) avec le voltage, augmentation, qui signifie une diminution du Rp et 
une légère augmentation du Cp. Cette augmentation subsiste parfois entière- 
ment dans le cas du lavage des poudres et est donc réellement imputable en 
partie à un phénomène de conduction interne dans chaque grain. 
Une autre partie de cette conductivité croissante avec le voltage est due à 
la couche conductrice supérieure du grain. 

L'ensemble des mesures indique une augmentation simultanée du nombre 
des centres donneurs et une probabilité plus grande pour les électrons de 
sauter les barrières de potentiel (Cp croissant et Rp diminuant). 

b) Les poudres phosphorescentes ne montrent pratiquement aucune 
variation de tg à, Rp et Cp. 

c) En courant continu, nous remarquons encore la conductivité relative- 
ment grande de sulfures E.L. par rapport aux sulfures phosphorescents. 


ABSTRACT 


Dielectric loss, resistivity and capacity of electroluminescent (E. L.) 
condensers were studied in function of a. c. voltage applied, at the industrial 
frequency of 50 Hz; analogous measurements were made with phosphorescent 
powders and compared to E. L. 

For E. L. condensers the loss angle (tg à) increases in function of applied 
voltage in some experiments from 0,05 to 1,91; no increase of tg Ô was found 
for phosphorescent condensers. Resistance, Rp, of equivalent circuit for 
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E. L. condensers decreases with increasing applied a. c. voltage; it does not 
do so for phosphorescent powders. Capacity, Cp, increases slightly for E. L., 
it does not for phosphorescent powders. In d..c, E. L. powders are more 
conductive than phosphorescent ones. 

The increase of tg à for E.L. condensers has the same shape as the 
curve: luminance versus voltage. 

These results are inconsistant with a previous assumption following 
which an essential difference between E. L. and phosphorescent powders 
lies in the presence of electron traps in the phosphorescent powders. 

Experiments showed that tg d variation is partially due to internal 
processes in E.L. microcrystals and partially to the potential barrier 
cathode-crystals. 

A physical meaning of tg à increase is proposed: it is due partly to an 
increase in the number of donor centers and partly to the possibility for 
electrons to jump potential barriers more easily. 


The types of existing experimental data allowing a control 
of the various hypotheses suggested to explain crystalline 
luminescence, are relatively few: emission and absorption spectra, 
influence of temperature and photocurrents. Some scientists have 
also studied the relation between electrical and dielectrical 
properties of the crystals, and the phenomenon of luminescence, 
and arrived at some interesting assumptions. To these data, we 
must add the correlation between the diagrams resulting from the 
studies mentioned above, the physico-chemical conditions of the 
crystals’ preparation, and the informations about the structure 
obtained with X-Ray. 

Electroluminescence (E. L.) introduces new factors: the 
alternative field imposed, its frequency and the current that passes 
through the condenser. The outlined theories to explain the 
phenomenon of E. L. are based on the motion of electrons in the 
conduction band and their collision with luminescence centres 
and electron traps. 

It was evident that a study of the electrical properties of 
E. L. condensers could put some light on the mechanism of E. L. 
Several authors have completed some measurements concerning 
these properties. 

Zalm, Diemer and Klasens (1, ?) quoted the variation of tangent 
ÿ in function of imposed potential and noticed the influence of 


(2) Philips Res. Rept. 9, 93 (1954). | 
(2) ZALM, «E. L. of ZnS type Phosphors», p. 39-42. «Thesis» Amsterdam 


1956. 
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illumination by an external light source. Zalm attributes the rapid 
increase of tangent 5 at high potentials to an important increase 
of electrons in the conduction band due to the excitation process 
itself (not specifying which one). 

Roberts (*) also noticed an interdependance between the 
dielectric constant (considered as a complex number, the 
imaginary component measuring the dielectric loss) and the applied 
field for illuminated E. L. condensers. He showed that a certain 
similarity exists between the effect of an external illumination of 
the E. L. condensers, and the effect of the increase of the electric 
field, upon the dielectric constant. 

Lehmann, W. (4), while he was determining the luminous 
efficiency of E. L. condensers, noticed a variation of this efficiency 
with applied field. The study of this dependance allowed him to 
establish a law in V binding luminance to voltage (at least in a 
certain part of the luminance v.s. voltage curve), and also to 
predict the luminous efficiency of an E.L. phosphor when the 
curve of efficiency v.s. voltage for another powder of the same 
type is known. 

Hoping to approach closely the specific mechanism of E, L., 
we compared E.L. to phosphorescent condensers made in the 
same way. The electrical and dielectrical differences were important 
and we tried to interpret part of them in terms of the intimate 
mechanism of E. L. Some precautions and special measurements 
were made: |. all experiments pertaining to E. L. and phosphor 
condensers were performed in the dark; 2. to eliminate the 
possible disturbing effect of a dielectric binder, we performed some 
experiments with condensers containing the powder alone. 


The curves of figure 1 show that : 


1° The tg à of all E. L. condensers increases regularly from 
small values (about 0,04) measured at small voltage (20 V.) to 
higher values (2,00 and 3,00) measured at alternative voltage of 
150 to 200 V. 


2° For phosphorescent sulphides (non E. L.), tg 8 are small 


and remain constant for applied field varying also between 20 
and 200 V. 


(*) J. Opt. Soc. A. 42, 850 (1952); 43, 590 (1953). 
(*) Jil. Eng. 51, 684 (1956), 
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3° The curve of increasing luminance in function of applied 
voltage has the same shape as tg 8 curve. 


Tg S| ~ Tg S curve 


STE RES Luminance curve 


LOL PPIT EL 
22UDuIwn7 


2.0 
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Fig. 1 — Shows : 
a) an essential difference between the curve of loss angle (tg à) versus applied 
a. c. voltage for E. L. and phosphorescent condensers. 
b) the similitude of shape of tg à and luminance curves for E. L. condensers. 


These three findings bring us to the first two work hypotheses’ 

1) the difference between the structure of E. L. and phos- 
phorescent powders appears in the dielectrical characteristics. 
Simple interpretation following which phosphorescent sulphides 
have a greater number of electron traps becomes insufficient. 

2) the similitude in the shape of luminance and tg à curves, 
allow the assumption that E.L. mechanism is not essentially 
different from the one which makes tg à increase; in other words, 
although light emission does not exceed 10% of effective power 
consumed by the condenser, the consumption’s mechanisms of 
the energy must be similar. Consequently, if this idea is true, all 
mechanism of electronic collision with light emission must be 
very similar to the mechanism by which energy is consumed under 
dark energy form. The latter may be either an emission in I-R., 
or a gradual transformation of this collision energy from point to 
point in the crystal lattice into thermal vibration energy. 

This point of view and these results being acquired for the 
first time for E. L. condensers, and the conclusions not being in the 
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continuation of other works, we believed that we had to go further 
into this study and here are the questions which came up. 

The variation of this tg à could give us information about the 
mechanism of E.L. since it increases with emitted light. But, 
therefore, we had to be sure that tgà variation proceeds from 
internal electrical facts due to alternating field. Indeed, this tg à 
measures the difference between the experimental condenser and 
ideal capacity, for which tg à is equal to zero. 

Further we will try to specify this difference, let us say from 
now on that, in a certain manner, this tg à measures either an 
outphasing of electron in the conduction band, or an easier 
polarizability, or the number of collisions with loss of the electrons’ 
kinetic energy with or without light emission; or a certain 
apportionment of all these various factors. 

But before we make any assumption of the above type, we 
must ask ourselves if these tg variations are not due to 
accidental phenomena like those suggested here: 

a) Must we absolutely put aside the hypothesis of a variable 
tg à due to losses provoked by electrons jumping from one grain 
to another in an agglomeration of microcrystals imbedded in the 
dielectric. We could indeed imagine the E. L. powders formed 
by microcrystals presenting a superficial conductivity increasing 
with applied voltage. Then, the increase of tg 5, by which we try 
to explain what is going on in the inside of the microcrystals, 
would only be due, in this assumption, to superficial phenomena 
which would mask the internal mechanism that interests us. 

b) Is the tgs variation not imputable, for instance, to a 
particular movement of electrons at the surface of individual 
microcystals imbedded in the hardened dielectric, each apart 
from its neighbours? 

c) What could be the part in this high tg à due to electrons 
passing through the potential-barrier between cathode and 
crystals? Still with the idea to use the increase of tg 5 for an 
interpretation of E. L. mechanism, we must assure ourselves that 
this increase is not due almost entirely to phenomena taking place 
between the cathode and the grains that touches it. 


To answer these questions, we performed the following 
experiments: 


/ Al ‘ 
a’) To answer question a), condensers were prepared with 
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E. L. and phosphorescent powders, but contrarily to the earlier 
experiments no plastic binder was used to maintain the grains 
together. The powders were first ground during 4 to 5 hours in 
small spinning bottles containing glass beeds until the grains were 
very fine. Then, the powders were uniformly spread between two 
plates of conducting glass, and pressed together. 

So we had condensers of 3 x 6cm, a few hundredth of a 
mm thick, allowing precise electrical conductivity measurements 
ina.c.and d. c., and also tg 3 measurements. In these conditions, 
close contact from grain to grain would favour hypothesis a) 
and we had to expect higher tg 5, and increasing more rapidly. 
This was not found for E. L. condensers. 

For the condensers made with phosphorescent powders, the 
tg 5 remained weak and remarkably constant. 

Thus no important electric or dielectric difference was found 
between condensers prepared with or without binder. 

b’) To give an answer to 6, we made series of experiments 
comparing powders like those we used before with the same powders 
washed following the method Sylvania recommends in their patents 
to avoid superficial conductivity. With these powders, four series 
of condensors were prepared; the first one included E. L. condensers 
with Araldite as a binder; the second one, same powder com- 
pressed without the binder. The two other series were made with 
corresponding powders but washed. 

The diagrams of fig. 3 show that tg still increases with 
washed powders but the increase is less important. However other 
condensers with washed E.L. powders (for instance the one 
corresponding to figure 5) show an increase of tg 8 (from 0,08 
(at 10v) to 1,5 (at 180 v)). Another example is given in fig. 6 
(curves designated by double circle ©) for which tg 8 increases 
from 0,10 (30 v) to 2,28 (200 v). Part of the variation of tg à may 
be attributed in any case to internal mobility of electrons (washed 
or not washed, E.L. condensers show an increase in tg 3). 
Sometimes however superficial conductivity may cause a more 
important increase. 


Other measurements showed that: 


1°) All condensers realised with E.L. powders show an 
impedance much weaker than condensers made with phosphorescent 
powders. 


63 


2°) In d.c. to, E. L. powders are more conductive than 
phosphorescent ones. 

c’) The doubts suggested by c, were based specially on the 
following observations. 

1°) The thin film (araldite + E. L. powders) was spread on 
the conducting glass plate either with a pencil, or by pulverisation 
under pressure, and hardened afterwards at 140° in a stove. Upon 
this film, a very thin layer of toluene diluted melamine was spread, 
and it is on this half-dried layer that the second electrode (very 
thin sheet of Ag) was applied. 

If we replaced this thin toluene diluted melamine layer by 
a thicker layer of Araldite and hardened in the stove, we noticed 
that the tg à increase became much smaller. 

On the contrary, when the contacts between microcrystals 
and electrodes were more intimate and direct, the tg 3 increased 
more rapidly. 

2°) Electrical resistance measurements in d.c. depend on 
the polarity. 

3°) For E. L. powders activated with Pb, polarity phenomena 
become complicated in function of time. 

All these experiments seem to prove that tg 5 and its variations 
cannot be independant of the passage of electrons from cathode to 
crystals. 

We had to make an experiment giving the assurance of a tg à 
variable independently of the cathode effect. This experiment was 
done in the following manner: with finely ground E. L. powders 
(Cu.Cl.Pb activated) we made a condenser whose two electrodes 
were conducting glass plates covered with a thin film of pure 
Araldite. This time, no crystal being inside this isolating Araldite 
layer, no cathode-crystal effect could take place, and this condenser 
gave also a variable tg à. 

Our conclusions relative to ¢ are thus: tg 5 variation may be 
partly imputed to cathode-cristal effect, and partly to internal 
transformation resulting from alternating field. 


MEASUREMENTS RELATIVE TO tg 5 

If the condenser is an ideal capacitor the current is ahead 
of V applied, by a phase angle of ¢ = 90°. When dielectric loss 
occurs this angle ¢ is related to the loss angle 8 by 3 = 900 — 9. 
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We used the transformer bridge (Fig. 2) for all measurements. 
For zero apparatus, we used first the Wave Analyser General 
Radio, afterwards the oscilloscope. The equivalent schema cor- 
responds well with the physical idea we have about the condenser A 
to measure. If this condenser is made with phosphorescent powders, 
it approaches the ideal capacity when an increasing alternative 
potential is applied to the conducting plates of the condenser. 
Capacity, Cp, and resistance, Rp, of the equivalent schema remain 
constant; Rp has a very high value. 


f 


à 
iS —< 
<= 
Fig. 2 — Schema of the transformer bridge. Measurements were made 
at 50 hertz. 


À : condenser to be measured (phosphorescent or E. L.) 
Cp: variable capacity 

Rp: variable resistance 

O : detector (oscilloscope or Wave Analyzer). 


If A is an E.L. condenser, when the a.c. field increases, 
we notice an increase of light emitted and an important decrease 
of Rp. Just as if the current passing through the derivation 
represented the fraction of current in phase with V, responsable 
for emitted light. 

The classical formula applied is: 


tg à = RS Ca (1) 


~ Rp Cp o 

All measurements have been made at a frequency of 
50 period/sec. 

For practical reasons (we did not have a sufficient range of 
resistance) we had to use the series schema instead of the parallel 
schema, and apply the classical formulae giving Cp and Rp in 
function of the fictive capacity and resistance Cs and Rs 


Cs Rs (1 + tg? 8) 
TT ters Rp = 25 
1 + tg?3 tg 


Cp 
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Fig. 3 gives the type of tg à variations, while fig. 4 shows 
the curves of luminance in function of the voltage. 
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Fig. 3 and 4 — Detail of Fig. 1. 
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Fig. . — Variation of Rp and Cp (equivalent circuit) versus increasing 
a. C. voltage for an E.L. condenser (E. L. powder; ZnS. Cu. Cl. Pb | 
washed in acetic acid, unground, imbedded in a plastic binder) Dr" 
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Fig. 5 gives the curves of Rp and Cp variations for an E. L. 
condenser ZnS. Cu. Cl. Pb. washed but not ground. 


Fig. 6 gives the curves of Rp and Cp in function of the voltage 
for some other E. L. condenser. 
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Fig. 6 — Rp and Cp curves for several condensers of different types. 


The table included here gives a comparison of tg 5, Cp and 
Rp for two condensers prepared with phosphorescent powders 
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(one industrial: «Luminous» ZnS (B. D. H.), the other: ZnS Ag 
activated, prepared in our laboratory.) 


TABLE J 

Comparison of tg8, Cp and Rp for phosphorescent and E. L. condensers 
i | : al 7 . > c ai. Rp 

Powder type V. tg Ô | p p Rp 
ee oo! ee ee ed 
«Luminous» B. D. H. 10 0,026 170 M{2| 720 pF | 0,024 
ZnS (phosphoresc.) 200 0,035 174 MQ) | 520 pF | 
ZnS. Ag 30 | 0,086 | 54,2MQ. 690pF | O0 

(phosphorescent) 100 0,087 542 MQ)| 680 pF 
EN ZS 
Ci OIe Vid oe 90 | 0,289 6,5 MQ), 1680 pF 0,88 
FOUILLE 0,79 MQ| 2720pF | 

Notice: 


1° tg à remains constant for phosphorescent condensers. 

2° for a voltage of about 200 V., Rp of phosphorescent 
condensers are 10 to 100 times the Rp value of an E. L. one, for 
which the same variables are indicated in this table. 

When we measured the resistance of the phosphorescent 
powder: «Luminous» ZnS, in d.c. fields, it was superior to 
104 MQ. 


Potential curve. 


Current. curve. 


Fig. 7 — Oscillographic observation of current and potential curves for 
an E. L. condenser. Notice the variation of the angle. 
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As a qualitative control method for measurements made with 
the transformer bridge, we observed the potential and current 
curves together on the oscilloscope. Oscillograms of an E. L. 
condenser (ZnS. Cu. Cl. Pb.) at two different voltages are given 
on fig. 7a and b; at 50 V. (7a), angle 8 is near to 0°: it increases 
with applied alternating voltage and, at 150 V. (76) is about 60°. 


Fig. 8a and b gives the corresponding oscillograms for a 
phosphorescent powder. The 90° advance of the current curve 
on the potential curve remains at high potential. 


Potential curve. 
———- Current curve. 


WA ré 


250 V 
b. 
Fig. 8 — Oscillographic observation of current and potential curves for 


a phosphorescent condenser. No variation of angle (thus Ô remains 
approximately nul). 


Fig. 9 — Current-voltage on x-y plates of the oscilloscope 
a) E. L. condenser; 
b) Phosphorescent condenser. 
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Another qualitative control was the observation of Voltage- 
Current oscillograms where voltage and simultaneous current 
values are imposed on perpendicular axes. E. L. condensers showed 
a typical hysteresis curve (fig. 9a) while phosphorescent ones gave 
the ellipse 9b (*). 


PHYSICAL MEANING OF tg 5 VALUES FOR E. L. AND PHOSPHORESCENT 
POWDERS 


Following formula (1) mentioned above, the increase of 
tg 5 in function of the voltage is a consequence of the decrease 
of Rp. The Rp values decrease with increasing voltage, until, 
at high voltages, it only represents sometimes the fiftieth part of 
the Rp value at low voltages for E. L. powders. 

In the same range of applied voltage variation the capacity 
increases also, but less rapidly; it varies in the proportion from 1 
to about 1,8. It is the decrease of the resistance Rp that prevails, 
not the increase of capacity Cp, in formula (1). 

These are thus two characteristics which seem fundamental 
to us: low resistance Rp (at high voltage) and its decrease, which 
contrast with the corresponding values for condensers with phos- 
phorescent powders. Every attempt to give a mechanism for the 
E. L. must take into account these characteristics. 

It is admitted nowadays that alternating fields of 
10.000 Volt/em are insufficient to ionize or excite luminescence 
centres. This applied alternative field accelerates the electrons, 
brings them to the conduction band level, from where they can 
fall again either in a trap, or in a luminescence centre. 


Where do the electrons come from? We believe—and we have 
mentioned above experimental evidence in favor of this point 
of view—that some of the electrons come from the volume of 
the microcrystals and some of them from the cathode. The first 
ones would be liberated from donor centres by the alternating 
field, and the increase of the field would produce: 

a. either an increase in the number of these donor centres. 


(*) The study of this characteristic form in relation with the phenomenon 
of E. L. will be published later. À ba 
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b. or, if the number of giving centres remains constant, a 
possibility for electrons to jump internal potential barriers more 
easily in the crystal. 

Later on we will give theoretical reasons that shall enable us 
to distinguish these two hypotheses, but we believe that both are 
present. That is to say that, by elevating the alternative potential 
applied to the armatures, we increase the number of circulating 
electrons in the microcrystals, and also their possibility of jumping 
barriers. 

The number of collisions between electrons and luminescence 
centres increases with the field intensity, likewise other electrons 
fall into other centres with loss of their kinetic energy. 

So, following our point of view, E. L. powders are powders 
in which the electrons are very mobile, colliding with many centres, 
only part of these collisions being luminescent. Instead of this, 
phosphorescent powders are powders in which electrical conduc- 
tivity is inferior to the precedent. Those who prepared themselves 
E. L. sulphide powders, know the importance of chlorine or oxygen 
for electroluminescence efficiency (Kréger, Zalm, Diemer,...) 

Destriau has pointed out the importance of oxygen and 
ZnO for the luminous efficiency of sulphides; one knows that, 
when all trace of oxygen is absent in E. L. sulphides, light emission 
is quenched. Besides, Joffé, in «Actualités Scientifiques et Indus- 
trielles» (5) has also pointed out the important part that oxygen 
plays in the conductivity of the semiconductor Cu,O, and these 
remarks lead us to the following idea; oxygen or chlorine in the 
E. L. sulphides facilitates the liberation of electrons by a. c. 
applied field. 

The interpretation of the increase of capacity Cp tor BAL. 
condensers in function of applied voltage is more difficult. But, 
as a first speculation following the hypothesis of decreasing Rp 
due to increase of donor centers’ number, we are tempted to 
believe that a relation exists between the decrease of Rp and the 
increase of Cp. One can imagine that an alternating field (at 
constant frequency but increasing strength) intensifies the 
oscillations of certain electrical dipoles and, for a certain applied 
voltage, the field becomes high enough to provoke a sort of 
disintegration of the dipole with liberation of an electron. 


(5) A. F. Jorré — Actualités Scientifiques et Industrielles n° 87 and 202. 
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The higher the voltage, the more dipoles disaggregate, liberating 
an increasing number of electrons. So, the increase in the number 
of donor centres would go along with an increase in the number 
of electrons, thus a decrease of Rp and, following the assumption 
mentioned above, a variation of Cp. 


Comparison with other interpretations, especially GARLICK 
and GIBSON’s (5), concerning phosphorescent powders 

Garlick’s experiment shows that for weak intensities of 
irradiation, Az (dielectric constant change) increases linearly 
with the irradiation intensity and reaches rapidly a constant value. 
The author interprets those experiments in the following manner. 
For weak irradiation intensities, traps (being empty before) are 
filled in proportion to the irradiation intensity increase. When a 
certain irradiation intensity is reached, Ae remains constant and 
Garlick thinks that all traps are filled. The number of electrons 
moving in the conduction band increases with an increase of 
irradiation intensity and since Ac remains constant, we are forced 
to admit that these electrons have no influence on the dielectric 
constant. The linear increase of Ae in function of and for weak 
irradiation is considered as a consequence of the increase of the 
number of filled electron traps. Garlick attributes the variation 
of the dielectric constant to the high polarizability of the filled 
electron trap. 

Other authors: Kallman, Kramer and Perlmutter (7) come 
to the conclusion that their observed impedance changes should 
«not be described as changes in the dielectric properties of the 
material, and the assumption of Garlick and Gibson of polarizable 
traps is not necessary», at least for their powders. The impedance 
changes measured by these authors are «primarily due to change 
of the electron density in the conduction band». 

Kronenberg and Accardo (*) believe that a real change in 
dielectric constants occurs in some phosphors when irradiated. 
Following these authors, «the dielectric change may be more 


(9) G. F. J. GARLICK and A. F. Gipson, Proc. Roy. S 
574 (1948). oy. Soc. London 60, 


(7) HARTMUT KALLMAN, BERNARD KRAMER and ARNOLD PER 
Phys. Rev. 89, n° 4 page 700 (1953). ss 
(*) STANLEY KRONENBERG and CARL A, ACCARDO. Ph , 0 
uh eae ag , Phys. Rev. 101 n° 3 
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satisfactorily explained by trapped electrons rather than electrons 
in the conduction band oscillating out of phase with applied 
field.» 

The comparison of these conclusions with our own results 
is difficult because: 

1) their measurements are done with fluorescent or phos- 
phorescent powders and not E. L. ones: 

2) the fields applied were generally lower than those applied 
on our condensers; 

3) all our measurements have been taken with low frequency, 
50 hertz, while the above mentionned authors work with higher 
frequencies of the order of 80 Kcycles. 

Zalm, Diemer and Klasens (reference 1 and 2) studied certain 
E. L. powders in the same manner as we did. Let us note, however, 
that their very capable work was performed with E. L. powders 
of the ZnS type but with other activators (Zalm: ZnS, Cu, Al; 
our work: Zn, Cu, Cl) imbedded in a different dielectric binder 
(Zalm: urea-formaldehyde; our work: araldite or no binder at all) 
and at different frequencies (Zalm: at least 230 c/s). 

The physical meaning of the tg à that we proposed for E. L. 
microcrystals seem incompatible with a lot of well known 
experiments concerning phosphorescent powders. Randall and 
others have shown (*) that when a d.c. potential difference is 
applied to a phosphorescent powder, a current can be measured 
when the phosphor is irradiated with U.V. of an appropriate 
wave-length. After this irradiation, the decrease curve of emitted 
light can be taken in function of time. The decrease curve of the 
current has the same shape as the phosphorescence decay curve. 
If during the phosphorescence decay, the powder is irradiated with 
L-R., a slight increase (momentaneous) appears in the light emitted, 
and the current curve shows at the same moment a slight increase. 
These experiments sustained the idea of a close relation between 
the movement of electrons in the conduction band and the 
phenomenon of phosphorescence: infra-red radiations have enough 
energy to activate electrons, and bring them in the conduction band. 

Some of these electrons colliding with luminescence centres 
are responsible for phosphorescent afterglow; the others could 


(°) RANDALL, «Luminescence and its applications» Royal Society of 
Arts 1937. 
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explain infra-red photoconductivity. Fluorescent crystals become 
phosphorescent when they have enough electron traps and it is 
admitted that they are not E. L. because these traps capture the 
electrons before collisions with luminescence centers. We do not 
believe that the presence of traps in powders constitutes a basic 
difference between E. L. and phosphorescent powders. Following 
us the essential difference is related a) to the higher conductivity 
of E. L. crystals b) to the decrease of R» and increase of Cp with 
increasing applied field in E. L. crystals which is not the case for 
other luminescent material. 
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Détermination des termes perturbateurs 
de plusieurs niveaux en résonance 


PAR 


Ca. COURTOY et Pu. PASSAU 


RESUME 


La détermination des termes perturbateurs de plusieurs niveaux en 
résonance a partir des valeurs observées peut se faire en utilisant les relations 
qui existent entre les fonctions symétriques des valeurs observées d’une part 
et les éléments de la matrice de perturbation, d’autre part. Pour deux niveaux 
en résonance, les relations sont bien connues (réf. 1). Nous généralisons ces 
relations et les appliquons au cas de la résonance Fermi du CO». 


1. INTRODUCTION 


Lorsque n états (niveaux non perturbés) d’une molécule 
entrent en résonance, les énergies observées W; (niveaux perturbés) 
sont les valeurs propres W; de la matrice de perturbation H. 


Er =’ WwW; C2) 
Hy = Hy = Wa (7) (1) 


dans laquelle W? est l'énergie du im® niveau non perturbé, Wij 
l’énergie d'interaction des niveaux i et j. Les coefficients de 
l’équation caractéristique sont donc d’une part des fonctions 
des W? et Wy et d’autre part les fonctions symétriques fonda- 
mentales des W;. En pratique, les W; sont des grandeurs observées, 
d’où il faut induire les W? et Wij, ou de manière plus exacte, les 
valeurs de certains paramètres qui déterminent ces grandeurs. À 
cette fin, nous établissons un certain nombre des n relations indé- 
pendantes qui existent entre les éléments de la matrice H et des 
fonctions symétriques des W; en vue de les appliquer à titre 
d'exemple à la détermination des coefficients de l’énergie d’inter- 
action entre niveaux perturbés par la résonance Fermi. 
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2. RELATIONS FONDAMENTALES 


Ces relations résultent du fait qu’il existe une transformation 
unitaire qui rend la matrice H diagonale; les éléments diagonaux 
de la matrice transformée sont les valeurs propres Wi. 

La même transformation diagonalise aussi les puissances de 
H et les matrices (H — al)’, dans laquelle a est un scalaire, par 
exemple TrH, et p un entier. On a alors : 


n 
Tr(H — al)? = S (W; — a)? (2) 
oe 
f=! 
par suite du caractére invariant de la trace vis-a-vis de ces 


transformations. 
Pour a = 0, p = 1, on a la relation bien connue 


Sw 


i=! i 


W°? (conservation de la trace) (3) 


n 
ft 


Dans l'établissement des autres relations, nous adoptons 
systématiquement 
n 
a= Tn. = » Wi 
i=1 


car les formules sont moins lourdes et plus pratiques du point de 
vue numérique, lorsque les différences entre W; et W! sont faibles. 
Soit alors : 


l 
wi = Wi — 5 Tr H 


l 
wy, = Wi ——TrH 
n 


= > omy 
=] 
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Dans ces notations, (2) donne 


Fer 2 NG, (4) 
La) 
1,n 
Sy = 83 +3 > WhO? + ut) +6 > Wo Wie Wei (5) 
i>j “ik 


. / 2 x . . oe 
où >” est une somme étendue à toutes les combinaisons ijk de 
ijk 
3 indices parmi les n premiers nombres. 
La relation 


D,=nS, = D3 +2n > Wi (6) 


où D, = > (Wi— Wa}? = nS, 

i>k 

Di = > (W) — Wi)? = nS5 

i>k 
est équivalente à (4) et généralise la formule connue(*) pour 
deux niveaux 

(W, — Wa}? = (W? — W3)? + 4 Wi, 

tandis que (5) est équivalente, en vertu des formules de Newton, 
ae 


ss = $+ > Wwe + wh) +2 D Wa Wie Wee (7) 
i>j ijk 
; / 
où So ss Wi Wj Wk 
ijk 
0 4 0 (9 0 
$3 — D: we We Wr. 
ijk 


Dans (5) et (7), les troisièmes termes du second membre 
disparaissent lorsque Wij = 0 pour j # fee UD Gee an 1) 
auquel cas il n’y a d’interaction qu’entre niveaux « voisins ». 


3. APPLICATION A LA RESONANCE FERMI DU CO: 


Ch. Courtoy (2) a proposé d’écrire le terme d’interaction des 
niveaux de vibration (V1, V2, ly ve) et (1 — 1, Ve +2, 1, va) sous 
la forme : 


Te 


Was = Wy vag = — 1/2 [Wo — M1 — AV — Aas — Mi]. 
.[C: +2"%— PF © 


Il y a interaction autorisée entre les niveaux voisins d’une polyade 
(V1, Vos 1, va) définis par les conditions générales 


Vo > | 
y, et v,> 0, et entiers 
et la condition supplémentaire 2v, + v, = V (constant). 


Si les niveaux d’énergie non perturbés sont connus, les 
formules (4) et (5), ou leurs équivalentes (6) et (7) fournissent pour 
chaque polyade (n > 2) deux relations où W, et les À sont inconnus. 
En pratique, ces relations sont linéaires car le terme W, est beaucoup 

| Se : = LS 2 
plus grand que les A, et dès lors dans les sommes = Wj, et 


x W;, (w? + w?) on peut négliger les termes en 22. 


038 040 042 044 046 


équation 7 
__ __ équation 6 


Fig. | 


Dans le cas de la résonance Fermi du CO, (2), l’étude des 
diades & et Il a permis la détermination des constantes W, — Aj, 
Ag, Ag + A. Les valeurs correspondantes ont put être obtenues 
pour le CO, (3). Dans ces deux travaux les valeurs de À, et A, 
ont été obtenues par tatonnements. 

Il a semblé intéressant de signaler que les relations (6) et (7) 
peuvent être utilisées pour déterminer à, et A, à partir des W; des 
diverses polyades, s’il est possible de déterminer par ailleurs les 
W}, comme c’est le cas du CO, (v. réf. 2 et a) 
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Les relations linéaires entre À, et A, obtenues ainsi sont 
représentées sur les figures 1 et 2 pour le CO, et le CO, 
respectivement. Les valeurs de À, et À, sont indiquées ci-dessous. 


12CO, BCO, 
Ce travail Réf.2 Ce travail Réf.3 
À 0,10 O15 0,10 0,08 
Ag 0,42 0,41 0,365 0:37 


P x 
034 036 038 040 042 ° 
equation 7. 

Fig.2 équation6. 


Les figures montrent la dispersion des valeurs obtenues. 
Un calcul statistique montre que la différence de A, est significative 
(aiveau de 99.5 07). 

Les valeurs qui avaient été adoptées précédemment sont 
assez voisines des valeurs trouvées par cette nouvelle méthode. 
La principale différence apparaît pour %,. Ainsi qu’on peut le 
voir sur le graphique, la précision obtenue est moins bonne pour 
cette constante. Les nouveaux résultats indiquent la méme valeur 
pour CO, et #CO,, ce qui semble très probable. 
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